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PREFACE. 



Notre but, en publiant ce nouveau recueil, est le 
même que celui qui a été atteint — on nous a encou- 
ragé à le croire — par les Exercices méthodiques de 
calcul différentiel : être utile aux élèves qui abordent 
le calcul inlinitésimal. 

Pour parvenir à celte fin, la même disposition de 
travail, les mêmes moyens ont été employés dans 
chacun des chapitres des deux recueils. 

Dans la préparation de ce livre, nous avons ren- 
contré beaucoup plus de difficulté que pour le calcul 
différentiel. 

C'est que les méthodes générales d'intégration sont 
bien moins nombreuses que celles de différentialion. 
Pour être méthodique, il nous a fallu rester très élé' 
menlaire. 

De là, les omissions, volontaires et réfléchies pour- 
tant, dont certes on nous accusera. Mais il nous a 
paru devoir élaguer de cet ouvrage des théories qui, 
si belles et si ingénieuses qu'elles puissent être, ne 
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présentaient pas assez d'applications. Apprendre à 
intégrer de sorte que les traités spéciaux soient rendus 
abordables, tel a été noire principal objectif. 
. Quant à la paternité des exemples et des exercices 
présentés dans oet ouvrage, nous renvoyons à ce que 
nous avons dit sur ce point dans la Préface du pre- 
mier recueil. 

Un conseil aux élèves pour terminer : s'ils veulent 
réaliser des progrès rapides par l'emploi de l'un et de 
l'autre des Exercices mélhodtques, ils s'imposeront, 
chaque jour, la tâche suivante : I" revoir, avec 
l'ouvrage adopté dans le cours, la partie théorique 
dont les résultats sont rappelés en tète d'un chapitre 
ou d'une section de chapitre; 2» lire avec attention 
les exemples d'application, puis les faire et les refaire, 
se les approprier; S» effectuer oe fût-ce qu'un ou 
deux des exercices qui viennent à la suite. 

Nous sommes persuadé que ceux qui, quotidienne- 
ment et avec ténacité, suivront ce conseil, nous seront 
reconnaissants de le leur avoir donné. 
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INTÉGRATION DES FONCTIONS EXPLICITES 
D'UNE SEULE VARIABLE. 

Rappelons sommairement : 

i« Que la dilférentiation et l'intégration étant des opéra- 
tions inverses, on a : 

d.fftx)d,-f{x)dx, 

/dr(x) -ri')- 

2° Que F{x) étant une intégrale particulière de l'expres- 
fiioQ différentielle f(x) dx, ¥[x) -f- C en est l'intégrale géné- 
rale ; C représentant une constante arbitraire. De sorte que 

/nx)dx~F{x) + C. 

3° Que l'on peut faire sortir, du signe d'intégration, 
toute quantité constante qui multiplie la différentielle. 
Ainsi, a désignant une quantité constante, 

/af{x)dx = a/Mdx. 

4" Que l'intégrale d'une somme algébrique de différen- 
tielles est égale à la somme des intégrales de ces différen- 
tielles. Ainsi 

/[f(x)dx-\-f{x)dx-t{x]dx] 
=/r(x) dx +/f{x) dx -f^{x) dx. 
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s EXERCICES MÉTHODIQUES 

CHAPITRE E. 

INTËCHAnON IHHËDIATE. 

L'application des trois premiers points que nous venons 
de rappeler permet d'obtenir immédiatemeiit les intégrales 
des différentiel les des fonctions simples dont nous avons 
dressé le tableau au chapitre I des Exercices méthodiques 
de ealeul dilféretitiel. 
Ainsi, de ce que 

d . x" '^ mx"' dx , 
on tire : 

fd.x" -=J'mx''~'dx, 

x" = mj'i'—'dx. 
D'où 

ou, si l'on remplace m par m-}-i. 
Facilement, on dressera donc le tableau suivant : 

(') /'■■''-^,+<'- 

/dx Luit X 

rilx 
I*) J - = logx + C. 



..Google 



DE CALCUL INTÉGRAL 
(5) - fa'dx^-^ + C 

(e) fe-dx~e' + C 

(7) /^cos jc rfr — sin n + C. 

(8) / 8inxdx = — m^x-^C 

/dx 

(10) y^^ eoigï4-C. 

,.., /"sin xdx 

(H) / ; — -=sécx + C. 

u cos a; 

(12) / — ^— = — cosécjt + C. 

(1 5) J sin xdx'= sin vers a: + C. 

/rfa; 
■ , = arc sin ï + C. 

(lî*) / -7== = »re cos I + C. 
'^ 1^1 —a:' 

(*6) y -j-rr^—arciBDgx + C. 

«7) y j=^«apc™igx + C. 

/dx 
ar sécx + C. 
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i EXERCICES MfiTHODIOUKS 

/' — ilx 
^^:;^ •= arc coséc i + C. 
xVx^—i 

/• dx 

(20) / — ■ ^ arc sin vers a; -j- C. 

-^ Vlx — x' 

Nota. — Quand l'expression d'une intégrale est logarilh- 
mique, au lieu de représenter la constante arbitraire par C, 
on la représente avec avantage par Log C ou par log C, ou 
par une fonction convenable de ces logarithmes de C. 

Ainsi les intégrales (3) et (4) du tableau ci-dessus, s'écri- 
ront : 

rox i^g^ i^gcr_ 



/dx 1 
7^ï 



' —= log I 4- log c — log Cx. 



Lus élèves ne pourraient trop s'exercer, non seulement 
à reproduire de mémoire le tableau d'intégrales primor- 
diales précédent, mais encore à le traduire en langage 
ordinaire et en regardant x comme représentant toute 
fonction explicite de x. Ainsi l'égalité 



/, 



dx 

- =arcsin x 



s'énoncera : l'intégrale de la différentielle d'une fonction 
de X, divisée par la racine carrée de 1 moins le carré de la 
fonction, est égale à l'arc dont le sinus est la fonction. 

Cette recommandation est de la plus grande importance; 
elle permet, par exemple, d'écrire immédiatement : 



/, 



-'dx 

■■ ■ ^ arc sin (ax" -\- 6), 

Vi-^ax-' + by 
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HE CALCUL INTÉGRAL. S 

CHAPITRE M. 

IHTËCRATION PAR THANSFORHATIONS ALGÉBRIQUES. 

QuaDd l'imégratioa immédiale n'est point possible, on 
peut souvent foire subir, à la difl'ërenLielle qu'il s'a^t d'in- 
tégrer, des transformations algébriqiics qui, effectuées, 
permetlent d'employer le tableau dressé au chapitre I et, 
même, peuvent faire trouver de nouvelles intégrales pri- 
mordiales. 

Ces transformations algébriques sont de deux sortes. 
Dans les unes, la variable indépendante x est conservée; 
dans les autres, il y a changement de variable. De là deux 
méthodes d'intégration, objet des sections suivantes. 

Section 1. — Intégration par transformations algébriques, 
variable indépendante conservée. 

Les transformations algébriques dont il s'agit (compre- 
nant les transformations trigono métriques) conduisent d'or- 
dinaire, d'une manière très simple, au résultat cherché. 

Ricmplc 1. 

Soit à intégrer les expressions différentielles : 



Si l'on divise les deux termes de la première par a et 
^ux des deux autres par a*, on obtient : 



/ ''' = f ° =.arcsin- + C. 



\/' 
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EXERCICES HËTHODIQUES 



I =--=- / = arc sec -4-t-- 

De la même manière, on trouve : 

/ — ■ — ^arrcos — h C, 
J l/i^^T^ « 

/• — f/x I X 

— — — - = - are colg - + C. 
a' + x' u a 

/— »/x 1 X 
-^^^— ■= - arc cosec - + C. 

/rfx X 

— ■■ ■- — arc siii vers - + C, 
1/201 — x' « 

iVoIa. — Les intégrales des fonctions circulaires se pré- 
sentent souvent sous ces formes; nous en avons présenté 
l'ensemble, pour qu'il soit plus facile de les écrire de 
mémoire. 



/' x'"' dx 
a + bx- ' 

Multipliant les deux termes par nb, afin que le numéra- 
teur devienne la différentielle du dénominateur, on a : 

/•x'~'rix \ /^nhx'~'(lx i , , 
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DK. CALCUL INTËGRAL. 7 : 

Exemple lll. 

Le développement du carré donne : 
y" («a;' + hx-^ cf dx 
=y [aV + 2a6a;' -|- (6' -f 2ac) i' + 26cx -|- c^ dx 
='a*/x'dx+iab/x'dx+{b'-Jriac)/x'dx+2be/xdx+c'/dx 

-= — + — ^ ^ 1- hcx'+ c'x +■ C. 

Nota. — On opérera de môme chaque fois que l'expres- 
sion différentielle pourra se décomposer dans la somme 
algébrique de plusieurs autres dont on connaisse les inté- 
grales ou que l'on sache intégrer. 

Exemple IT. 

La multiplication des deux termes par Va + x doiine : 
+/t7^ = -'^%-^^+^- 



St. 



Multipliant les deux termes par x ', il vient : 

dx f x~' dx , . — 
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Le dénominateur peut s'écrire î + (a; -j- j; 
Donc 



/dx 
x'-i-x + i ' 

lominateui 

— -arc (ane = 

VI VI 



S s ix + l 



/ dx 
\/i-i-ix~x* 

Le trinôme sub-radtcal peut s'écrire 5 — (x — 2)*. 
Donc 

yZ <^ r dx x~i 

. . = =" / = arc sin — — - 4-C. 

{/■i^Ax — x" ■''l/a— (x — 2)' 1/5 

Bacmple Tlll, 

/—dx 
Vi — Sx — 3x' 
La transformation du trinôme sub-radical conduit à 

/ — dx ^ i ^ —dx 

1/2-51 — 3^' Vï I ^ /49 1 M"* 

i B-t + 5 , 
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EXERCICES MÉTHODIQUES 
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Cet ouvrage est le frère obligé des Exercices méthodiques 
de calcul dUIêretitiei. 

Tous ceus qui se sont servis du premier recueil savent avec 
quelle heureuse disposition, quelle sûreté de méthode, quel fini 
dans la gradation, les exercices sont présentés au lecteur : en 
tête de chacun des chapitres, le résumé succinct du théorème ou 
des théorèmes qu'il s'agit d'appliquer; puis des exemples très 
développés et en nombre sutUsant pour mettre la théorie en 
pleine lumière. En&n, nombre de questions posées à la suite, 
dont la difUculté de solution va croissant, mais sans jamais 
décourager, car dans les exercices les plus difficiles, des indica- 
tions, multipliées autant qu'il le faut, conduisent aisément au but. 

Dans les Exercices méthodiques de calcul intégral, les 
questions sont présentées ahsolument de la même manière. Point 
de théorie qui ne soit éclaircie par un ou plusieurs exemples 
choisis et développés avec soin. L'ouvrage en contient plus de 
cent. 

Donnons, avec quelques observations, le tableau des matières 
appliquées dans les exercices du livre. 

Chap. I»^. Intégratim immédiate. —Vingt intégrales primordiales. 
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CukP. U. httégralion par transformations algébriques — Deux 
sections répondant à deux sortes de tninsforniations 
algébriques employées : celles dans lesquelles la 
variable est conservée et cell^ qui exigent un chaa- 
gement de variable. 
Ces deux modes de transformation ont permis à l'au- 
teur de faire connaître, sous forme d'exemples, 
trois intégrales importantes qu'il était nécessaire 
d'ajouter, dès le début, aux intégrales primordiales 
du chapitre l". 

Chap. III. Intégration par parties. — Section I, intégration directe; 
Section H, intégration par réduction successive. 

Chap. IV, Intégration des fractions rationnelles. 

Dans ce chapitre, grande simplification de calcul pour 
le lecteur; les fractions rationnelles décomposées 
en fractions simples au dernier chapitre du premier 
recueil ont fourni, chacune multipliée par dx, les 
expressions différentielles, intégrées dans les exem- 
ples et à intégrer dans les exercices. Donc la décom- 
position préalable de la dérivée donnée par le pre- 
mier recueil, et l'intégration réduite à celle de 
fractions simples. 

Chap. V. Rationalisation. — Développement de la seconde partie 
du chapitre H. — Cinq règles, élucidées par des 
exemples, rendent de facile accès l'intégration des 
principales différentielles irrationnelles, et quelques 
questions, tirées d'Euler, appellent l'attention sur 
les procédés particuliers de rationalisation. 

Chap. VI. Inlégr(Ues définies. 

De ces intégrales le chapitre ne rappelle et les exercices 
n'exigent que les tout premiers éléments : ceux qui 
sont absolument nécessaires aux applications géo- 
métriques. 

Chap. VII. Quadrature des surfaces planes. 

Chap. VIII. Rectification des courbes planes et gauches. 

Chap. IX. Cubature des corps de révolution et des corps de forme 
quelconque. 
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CdAP. X. Qutulratto'e des surfaces de révolulion et des surfaces 
quelconques. 

Ghap. XI. Intégration des fondions explicites de plitsieurs variables . 

Chap. XII. Intégration des équatiom différentielles du premier ordre. 
— Section 1, équations dans lesquelles la dérivée 
est du premier degré; Section II, équations dans 
lesquelles la dérivée est de degré supérieur. 
, Très complet ce chapitre. .Ainsi, dans les excercices de 
chaque section, nombre de questions géométriques 
spéciales et, en leur lieu, les solutions singulières 
des équations du premier ordre, les équations d'in- 
tégration immédiate, forme Clairaut, etc. 

Chap. XIII. Intégration des équations linéaires d'un ordre supérieur 
au premier et à coelficiettls constants. — Section 1, 
équations sans second membre; Section II, équa- 
tions avec second membre, traitées parla méthode 
de Lagrange et par celle des coefficients indéter- 
minés. 

Chap, XIV, Intégration des équations linéaires d'un ordre supérieur 
au premier et à coeffieients variables. 

Chap. XV. Intégration des équations non linéaires et d'un ortb-e 
supérieur au premier. — Sept formes d'équations 
présentées — les plus en usage — avec indications 
sommaires de leur mode d'intégration, avec les 
exemples nécessités. 

Chap. XVI. Intégration des équations linéaires simultanées, à coeffi- 
cienls constants. 

Chap. XVII. Intégration des ét/uatiom aux dérivées partielles. — 
Section I, équations linéaires du premier ordre; 
Section II, équations qui renferment les dérivées 
partielles en puissances et en produits; Section III, 
équations linéaires d'un ordresupérieur au premier. 
Ce chapitre, difficile à présenter aussi élémentairement, 
est le plus important du recueil ; et, par son déve- 
loppement, prépare le lecteur à bien de questions 
ardues de physique mathématique. 
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Chap. XVIU. Intégration par séries. — Section 1, des différen- 
tielles de la forme f[x)dx ; Section II, des équations 
différentielles. 

Quant à l'esprit dans lequel a été conçu l'ouvrage, le choix des 
matières qui y ont été employées, laissons parler l'auteur lui- 
même. 

« Dans la préparation de ce livre, nous avons rencontré beau- 
» coup plus de difficulté que pour le calcul différentiel. C'est que 
u les méthodes générales d'intégration sont bien moins nom- 
M blouses que celles de différentiation. Pour être méthodique, il 
» nous a fallu rester très élémentaire. De là, tes omissions, 
n volontaires et réfléchies pourtant, dont certes on nous accusera. 
» Mais il nous a paru devoir élaguer de cet ouvrage des'théoVies 
» qui, si belles et si ingénieuses qu'elles puissent être, ne présen- 
» laient pas assez d'applications. Apprendre à intégrer de soi^te 
» que les traités spéciaux soient rendus abordables, tel a été 
» notre principal objectif. » (Extrait de la préface du recueil.) 

Donc, l'auteur a voulu faire un ouvrage élémentaire, classique, 
indispensable aux élèves qui abordent le calcul intégral. 

Mais le but poursuivi a-t-il été atteint? 

Pour apaiser ses appréhensions à ce sujet, l'auteur est allé 
résolument soumettre son manuscrit à Tappréciation d'un grand 
savant, savant doublé, beaucoup le savent, du critique le plus 
rigoureux, Eugène Catalan, dont la science déplore la mort 
récente. Cet illustre mathématicien qui, vu le nombre d'ouvrages 
classiques qu'il a publiés, pouvait le mieux juger du recueil, en 
a donné, après examen, et dans une lettre adressée à l'auteur, 
une appréciation bien favorable. Extrayons de la lettre deux 



« J'ai parcouru votre manuscrit (sans refaire vos calculs, bien 
» entendu} et j'en suis fort satisfait. Les nouveaux exercices de 
n calcul intégra] me semblent l'emporter de beaucoup sur leurs 
» ^nés. » 

Et, après des observations accueillies avec reconnaissance par 
l'auteur : 

« En résumé, voici ce que je pense du livre : il est fort bien 
» fait et pourra rendre de grands services, n 
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DE CALCUL INTËGRAL. 



Bi«iNple ix. 



-' a; l/la:' -_ 4x — 1 

La multiplication des deux termes par x~* donne : 

X l/4a:' — 4i _ 1 V 1^4 — ii-* — a;-' 



- 1 {— x' rfa:) 



1/8 — (1-' + 2)' 2 1/2 

2x+l 



Bseoipl» X. 



t/ x' -[- 2ai -|- 3a' 

Par addition et soustraction de la au numérateur, on 
obtient : 

y x" + 2ax-|-3«' y x' + 2Bx + 3a' 

/rfx 
2a' + (x + a)' ~ '"* ^*''' + 2«x -(- 5a') 

2o + 3 X 4- o 

art tans ■ 

«1/2 «1/2 



/ rfx 
i'~a' 
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EXERCICES HÉTHOblQUES 

La décomposition, par l'algèbre, de la fraclion ration- 






x' — a*^ï^[J x-a~J J+^J 



intégrale primordiale que les élèves devront ajouter à celles 
du tableau, chapitre I. 
Nous disons : 

/' dx I x — a 

X — a' Su X -{- a 

Nota. — De cette intégrale on tire aisément : 

Dans l'intégration des difTérenli elles trigonométriques de 
la forme sin" x cos" cr (te, m et n étant des exposants entiers, 
positifs ou négatifs, on est amené à chercher tes intégrales 
des différentielles : 

dx , sin X dx , cos x dx , 

lùDgxdx, eolgxdx, 

. dx 

smxcosxajc, . 

sin X cos X 

séc x dx , cosëc a: dx , 

lang" X dx , cotg"' je dx. 
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DE CALCUL IMËGRAL. ' H 

Les intégrales de dx, sin xdx, txtsxdx sont connues; 
celles de tang" x àx, cotg" x dx seront données au cha- 
pitre m, section II; chercher (question de grande utilité) 
les intégrales des autres. 



/cosxdx 
colg xax=' — : = Jog sin x + C. ' 

/, sinxfjx 
lanexax= == — loscosx + 0. 
cosx 

/sin ac cos X rfx = - / sin 2x dx =- - / sin 2x . 2(ix 

•=• cos2x+C. 

dx dx 

/dx f cos'x cos'x 
-: = / = - = logtangx-f C. 
siDXCOSX / sinxcosx tang x 

cos'x 

A ^ 

/coséc X dx =" / -: ^ / 
J '"" J 



X X 

sin - cos - 
2 i 



= H 'ans ^ + <^- 

/ séc X dx == / ^= / ■ 

J J ''"^^ J sing + x) 
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EXERCICES HÉTHODJQUES 



Bsea>rlc XIII. 

- X sin a 



I — ir sin a -)- 1* 



Que l'on remplace, au numérateur, 1 par sin' c 
et l'on obtient : 



/r 



'/- 



- ix sin a -f- i* 
- silla:(x — sin a) 



1 — 2x sin a -(- t' 



)9' « / — Sin a / djc 

J 1— 2arsin»+x» J ) — 2rsma-f-ac' 

, f dx • /* 2a: — 2sina , 

BS 01 / — ; ; : — Sina / : -ilx 

J cos'a-|-(a;— sinaj' '1 J \ — Sjcsina+«' 



sinBlogl/l~2xsinir-|-a:*+C. 



Section 11. — Inlégralion par gttbstUulion. 

Quand rintë{i;rale de f{x) dx ne peut être obtenue immé- 
diatement, on peut encore établir une égalité entre deux 
expressions de X et d'une nouvelle variable indépendantes, 
expressions choisies de manière que la différentielle /ïa;)dx 
se transforme, jiar le calcul, dans la différentielle inté- 
grable f{z] dz. 

Le résultat de l'intégration de f\x) dx n'est autre que 
celui de l'intégration de i^(z) dz après que, dans ce dernier, 
on a remplacé z par sa valeur en x, tirée de l'égalité posée. 



Soit l'expression différentielle f[x). f'{x) dx, e'est-à-dire le 
produit d'une fonction f(x) et de sa différentielle {'{x) dx. 
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DE CALCUL 1NTÉ<;RAL. 13 

Si l'on pose f{x) = z , 

d'où f'{x)dx!''^dz, 

on obtient : 

y M ■ rw dx-J^zd.-'^-'- inx)]- + c. 

Donc l'intégrale du produit d'une fonction et de sa ditTé- 
rentielle est égale à la moitié du carré de la fonction. 
De sorte que l'on peut écrire immédiatement : 

/sin xcosx dx^- sin* a: + C. 

yiogac. — =-0of 3:)' + C. 

/dx 1 , 

arc'tang x . — - ■ - ■= - (arc lang xj + C. 

On trouverait de la même manière : 

y"[A«))- ■ rw ■<« - ^ [f w}-^ + c , 

expression que nous laissons aux élèves de traduire en lan- 
gage ordinaire et qui permet d'écrire, par exemple, 

/ (a -[- bx")" x"-' dx "= — / {a-\- bx")" . ni6x"-' dx 



Exenpie II. 

(x-«)- 



( 



_ \ + C. 
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eXBRCtCES MËTUDDIUUE» 
KiCBaH* ■■■■ 



/xdx 
Que l'on pose a*+o* — a, d'où «d* = — et l'on trouve : 

/ xdx i r_ . ^ I 
(i' + o*)""2y ' ''" 2(n-i)(ic'+a')-<' 

Bzcaipic IV. 

/dx 
— (Voir exempte IX, section I.) 
X K 4a:' ~ix — i 



r '' = r ~ 

J xVhx*~Kx~\ J !»/*_*_, 

/ ~dz f —àz 2 + 2 

1/4 — 4i — z* J 1/8 — (3 + a,» 21^2 

2x + l 

= arc cos 1- C. 

2l/2x 

Exemple T. 

(I _**)■ 

La multiplication des deux termes, par x~', donne : 

/• dx r x-'dx r x-^dx- 

[i^^^)\^J [x-'(I-0'j' -^ {x-*~\)' 
1 /"— 2x- '(/jc 

°~2y (x-'_ i]î' 
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DE CALCUL INTÉGRAL. 

et, si l'on pose, ir~' — 1 •=*, d'où — 2a;^*(te = rf«, 



Posons j: = 3°, l'exposant de £ étant le moindre mul- 
tiple des dénominateui^ des exposants fiactionnaires ; et 4. 
Nous obtiendrons : 

— \ rfx= / -— — a»dz = / d; 

f dz I /" Sida 



et, êQ remplaçant s par x*, 

/V^x — I x' I* a-' «• i^ ■ 

-f- arc taoga;' — log Kx' + I +C. 

IVola. — On opérera de la même manière cliaque fois 
que la difTérentielle à intégrer ne contiendra, en fait de 
radicaux, que des monUmes irrationnels de x. 
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EXERCICES MÉTUODIQUtS 
Exemple TU- 

dx 

^1 

Posant y'x' -j- 1 = 2 — X, afin qu'en élevant les deux 
membres au carré, l'égalité résultante soit du premier degré 
en X, on trouve : 

_î'— I 

et, par suite, 

V^'x^ + t = i^I— . dx = iJ^ (fz. 
Par substitution, on a donc 

De même, on obtiendrait : 

De sorte que l'on peut écrire : 

/~——~=\og[x-{-y^x'± i) + C. 
Vx*±i 

dx 
Si l'on demandait le résultat de l'inlégration de - 



en divisant les deux termes par a, on trouverait : 



/dx 



= |og_! (,C. 



Intégrale primordiale ; l'ajouter à celles du tableau, chit- 
pitre I. 
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Que l'on pose l/l — x* ■= aa — 1, et, en élevant les deux 
membres au carré, l'égalité résultante sera du premier degré 
en X, et donnera : 

_ iz 

d'ob 

, z*—i z*~ i 

V- i — I* = , rfi = — 2 dz , 

et, par substitution, 

■ - - — = / — 2 — dz X — ■ — X — ■ — 

/dz , . * . I 
_ ». _ log z = !og- = log ^ + C. 

2 2 l_|_\/l_a:< 

De même, on trouverait : 

/dx , X 

-'og +C- 

a- 1/1 +x' 1 + l/l + 1" 

Donc, en une seule formule : 



A 



Si la différentielle à intégrer était - 



/a' ± «' 
des deux termes, par a% fournirait : 
dx 
X \/a? àz.x* " a-\- l/(i*±a^ 

Encore une intégrale primordiale que les élèves devront 
ajouter à celles du tableau, chapitre I. 



r dx \ 

(25) / ,^ -=-108 +C- 

*-' xKa'ztx' " a 
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Nous ne présentons que ce peu d'exemples de l'intégra- 
tion par subslitutioQ, notre but n'étant ici que d'initier aux 
ressources de cette méthode dont les chapitres IV et V ne 
sont que le développement. 

Voici une série de questions à résoudre, en faisant usage 
de l'intégration immédiate et de l'intégration par transfor- 
mations algébriques. 

Pour abréger, nous désignerons souvent, dans tout ce 
qui suit, le résultat de l'intégralion par S. 



t. Pourquoi peut-oo écrire, immédiatement : 

Réponse. — Parce que le numérateur de la quantité 
sous le signe J" est la différentielle du dénominateur. 
Formule (4). 

2. Pourquoi peut-on écrire, immédiatement : 

{^ax + b) dx 



f- 

J V 



^al/fl^' + 6x + c + c» 



V ax' + tx -f- c 
Réponse. — Parce que le numérateur de la quantité 
sous le signe J" est la différentielle de la quantité sub- 
radicale. Formule (2). 
3. Écrire, immédiatement, le résultat de l'int^ration de 
adx 



S = — log — - + C. Formule (21). 

26 01 + 6 

4. Écrire, immédiatement, le résultat de l'intégratioa de 

ma" x"'' dx 



Vt,a, 



,'"'• + '^'"'•• + ''" + C F.™ule» 
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J \5l5? 4lV? SlVi'i 
L'expression peut s'écrire : 

et donne, formule (1) : 

J l'iG 

<t 
= + c. 



J 2il/ï 



isiVi 



Soit qu'on opère directement, soit qu'on pose d'abord 
ic = 8*, oh trouve : 

S-î^ + logCi. 

VX 

On a; 

/irfjr 1 f Sxdx i a:' , „ 

c/ a'o' — x' 

/• jrfa: 1 /• Sirfx 1 3;* + o5 

0*6' — a*"°9y <i'b'-(:c')»""4;;6 °* "x* — a6* 
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/x*dx I /• 3xVx I j' 
, = ? / — = - arc sin f- C 

l^aV— i" 5^ l/o'l.'— (*■)' il "V 

■^ l/((i6)-- + X-" 






1. /l^ 

•^ a: 



La multiplication des deux termes par l/j:*-j-I conduit à 

s = i/ir:p7 + iog ^^ 

I + l/x' + l 

./ xI/j:— I 
Si l'on multiplie les deux termes par Vx-^- 1, on trouve : 

S = log (x + Vx' — \) + arc «ic x + C. 

/* ,/x 
^• 
[a + 6x') ■ 

En multipliant les deux termes par .t~""', on obtient 
d'abord : 

/dx / * jp— '(fj I /^—nax'—'d. 

{a-l-bx'-y J (ûx- + 6)"^ ""y („x-" + 6K 

nigiUrrlbyGOOglC 



DE CALCUL ISTÉGRAL Ji. 

puis, posant «w;-- + 6 = E, 

s = l ^. 

~ dx. (Voir l'etemple VI, section ll.l 

1 + Kl 

S = 4 L l^i» — r''"^ + arc lang 'C''x\ -\- C. 
J Vx — \ 

-•/.^^ 

1 2x+l— V^5 
S \^^^^ ÏT^ + C- ' 

19. Pourquoi le résultat de l'eKercice qui précède 

■^ ^ +^- 1 1^5 2x4-1 +I/K 
est-il si différent de c^lui que l'on a trouvé, exemple VI, 
section I, 

/Ax. 2 2r 4- i 

^' + *+* 1/5 1/3 

Réponse. — La forme générale des deux intégrales est 

f '' . 

./ x'-^px-irq 
et, par décomposition du trinôme, 

/Ax _ r* rfx 
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Ton a 9 < — , on intègre par la formule (21). 



M. /• ^î 

J l 



• '=■ + <■„ 
— ^arc lane ;: — f- C. 

Vi l/'S 



1/1+11+ 1" 



1/3 
22. Pourquoi le résultai de l'exercice 21 



/ 



_ . + ^ + l/.+4. + .- 

•+4« + «'^ *• ,/j t- ■ 

est-il si différent de celui qui a été obtenu section I, 
exemple VII, 

/ ^urcsiD |-CÏ.., 

J V/l+4ir — a' \/5 

REPONSE. — Les deux intégrales sont contenues dans 
l'expression 



qui, par décomposition du trinâme, devient : 



/dx 
L/± x' + par + 9 
losition du trinâme, dévie 

et, par conséquent, s'intègre par la formule (22) ou par la 
formule (14), selon que l'exposant de a:' est + 1 ou — 1. 

nigiUrrlbyGOOglC 



DE CALGCL INTÉGRAL. 



is. f ■" - 

•/ l/|+S(a + «a;-(o + l,)V 
a + fc 



Multipliant les deux termes par x~', puis posant x~* •= z, 
on obtient : 



(5./* ^ 



En opérant comme dans l'exercice qui précède, on 
trouve : 

1 xl/2 

S = -log \-Q.. 

« o + X 4- 1/h' + 2oi — a" 



t/ (x' + px + 7)' 



26. 

La décomposition du trinôme, puis la substitution de z 
ia + |,pei 
et donnent : 



n. f -^t—, 



'« — P" Vx' + px + ii 
xdx 
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EXERCICES HËTHODIQUES 



i /■' (2x+p)di _p /^ rfi 

V (x' + pjt + rf V (i-+p. + ,)i 

Des deux intégrales dans lesquelles se décompose' ainsi 

l'intégrale proposée, la première se trouve facilement en 

posant «' + pa: + q = s ; et la seconde est, à une constante 

près, celle de l'exercice précédent. 

s ! <"+'^ +c. 

*9 — P' l/a' -f- pj; -)- ç 

^ r ^ 

/dx /'(sin' ï -|- t'os' i) rfx 

siii'xcos'x J sin'xcos'a; 



s 


— tangir — colgx = - 


~-2colg2x + C 


89 /" 


di 




^■J 1 


-cou 






1 - ras I — 2 s 




Bubslituanl 


on obtient ; 






S = -c.,4 


t + C. 


-.A 


C08 X (ix 

+ 6'sio. 






S_i|og(»' + t'. 


nj) + C. 



31, y (lang' X — eolg' x) dx. 

Decequetang'3: = séc'a; — 1 et cotg' a^ ^ coséc" x — 1, 
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^ i -f- cos' 



|- cos' X 
Divisant les deux termes par cos' x, il vient : 

S = — arc tang f tang x \ + C. 

1/2 \V% j 

33. / sin mx cos nx dx. 

La transformation du produit sin mx cos nx dans la 
somme de deux sinus par la formule connue, conduit â 



34, Vérifier, en intégrant leurs premiers membres, les 
^lités : 

/, ir8in(m + n)x sin (m — n)»:*! 
SID mx sm na; oj = ■ + *'» 
2|_ m-\- n m — n J 

/ i Tsin [m-\-n)x , sin (m — m) j;"| 
Eos mx cos nx (tr = - — ^^ — ^ — + C, 

3s. r '^ . 

J s + 4 cos X 
Le dénominateur peut s'écrire 

5 (sin'-x-i-eos'-xl -j-4 

Par suite 

/rfx r* 

S + 4 cos X / 

'J 9 



( 


.,' 


-a: — sifi 
l 


-A 






ilx 




9 


eos' 


- 1 + sin 

4. 


-2 


SI 


co». 


i.+.,„.i. 
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et, en divisant lea deux termes de la deroière expression 
par cos* -s, 

S — -arcIanjî|-(Bng-xJ-f-a 

36. /•- '^ . 
i/ 4 -(- 5 cos X 

Même procédé de calcul que dans l'exercice précédenl. 

f 

^ mng-i + â 

S^jIog_j + C. 

taiig-a; — 3 

37. Pourquoi les intégrales des exercices 33 et36donnenl^ 
elles des résultats si différents? 

Réponse. — La forme générale des intégrales est 

/dx 

Pour o > 6, 

/ <'': _ /* — ^ 
o + 6 cos X / ï 4 
^ (a + 6)cos'-a;+(«-6)sin»-x 

Mais pour a < t, 



I o -(- 6 cos X / 



(6 -j- a) cos' - X — (6 — a) sio' - x 

Vb~~a tang - x + 1/6 -|- a 

= lo« -^ \ — ^ + C. 

' 1/6 — u tang-x — l/6-f-a 
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1. /■ ^ 

J 13 + 12S 



f *J— 



■■/; 



./.■ 



\ 



,\ 



\ 



Divisant les deux termes par cos' - a;, puis posant 

1 
ang 5 « = 3, on trouve, après avoir intégré et rem- 

ilacé % par tang - x , 
S = -arclang 



)9. f ^ 

""V 12 + 15 s 



Si l'on opère comme dans l'exercice précédent, on 
obtient ; 



\' 



40. Pourquoi les intégrales des exercices 38 et 39 
donnent-elles des résultats si différents? 
Réponse. — La forme générale des intégrales est 



J\ 



dx 
-|- 6 sin X 
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Pour a > fr, 

/ di a /^ dz 

a-\-bMnx al a* — fr* / b\ 

■^ -?- + ('+;) 

8 /.u.ng|M- A 

HaJB pour a < fr, 

/• dx 2 Z' dz 

a -f- A sin X o / /. , M' '»' — 



riog j +C- 

• nlang-x + t + l//»' — h' 



-A 



-|- 6 lang X 



a -}- f» tang x a cos x -|- h sin x "'4- t' a' + fc' 
Donc 

/■— ^î /•( "" ^)<'.+^^ A 

i/ a+tlan({x ^ Vacosx-f-fisînx a'-^-b'l o*-}-('</ 

- [(. log (o 1-05 1 + 6 .In ») + oi] + C 



Si l'on pose 



^ a siii ï -J- (t cos X 
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rÉCRA 


L. 


s 


on oblient 












/^ 


dx 
iin X + (i cos X \r^ 


1 


iy si..(x+.) 






~l/ï 


1 


: log tai 


.^-+0, 


-h 


ils 

imx + b m 


,x + t 








Posant 


a — k sin «, 


6_tc 


■0. ., 


c — lik. 


on trouve : 












r 


dx 




1 


r 


.(X 



t/ a siii X -|- cos a: -j- c l/u>_|_i,<y /i-f-cos^« — 
l'intégrale finale se Irailant comme dans l'exercice 37. 



CHAPITRE ni. 

INTËGRATION PAR I^ARTIBS. 

Section I. — Iiilégrafion directe. 
u et t> représentant des fonctions de x, on sait que 

d.UV=' Ullv -j- !)(/«. 

D'oïl, par intégrafion et transposition, 

/iuh = uv~-/vdii (I) 

Cela rappelé, si, par les méthodes, objet des deux pre- 
miers chapitres, on ne peut Iniégrer l'expression /"(x) diC, 
on posera 

u «=/'(r), ilo = dx; 
d'où 

du =/'(j-)(/3-, iî = x; 
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et l'on trouvera par substitution dans la relation (Ij : 

/f[x)dx = xf{x)-fxr{x)d^ ■ . - (2) 

Donc, si par les procédés déjà vus, l'intégration de 
xflx) dx peut s'effectuer, celle de f{x] dx sera donnée par 
l'égalité (2). 

Beaucoup plus souvent, on peut décomposer la fonc- 
tion f[x) en deux facteurs, <])(x) et <Jj[x), et, l'expression à 
intégrer étant alors <f{x) i^{x) dx, on pose : 

M ■= f(x), dv = |{x) dx; 

d'où 

du == f\x) dx, V = F(a;). 

Par substitution dans la relation fondamentale (1), on 
obtient : 

ff[x]dx = f{x)V(x)-fAx)V{x)dx; . . (3) 

et, si l'intégrale finale, /'cp'{3;).F(j;)rfa:, peut se trouver par 
l'une des méthodes connues, la question est résolue. Le 
succès de cett« intégration dépend, évidemment, du choix 
des facteurs dans lesquels on décompose la fonction f{x]. 

IVota. — Dans les applications, nous ne désignerons 
souvent, pour abréger, que l'un des facteurs. 



y \ùgx.dx. 

Posons 

w = logx, dv^dx; 



La substitution, dans la relation (1), conduit à 
y log x.dx = ï iog X — /"''x, 
/\ogx.dx = x(losx~i)-i.C 
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DE CALCUL INTËGRAL. 
Exenylc II. 



arcsinj', th = 



du = ~ — ■ I r = — \^i — x'. 

Substituant dans la relation (1), il vient : 

/'xspcsini ,- : . /'./ ,- - . dx 

— X — V i — x*.ir<is\nx-{-C 

Bieaiple III. 

f iT**" (/x. 

Faisons 

V = X*, du — t'dx ; 
d'Où 

dv = 'ixdx, V =- 1'. 

La substitutioD dans la relation (1) donne d'abord 

J'x^e'dx ^ x*e' — '■îf xifdx. 

En intégrant de même, par parties, l'intégrale finale 
fxifdx, c'est-à-dire posant 

v=^x, dv^=t'(lx; 
d'où' 

du = dx, v^e'; 

la relation fondamentale fournit : 

fxe'dx ^ xt' — t', 



jUnlbyGOOglC 



3S EXERCICES HËTHODIQUËS 

et, par subsdtution de cette expression de Jxeix dans 
celle àafa^d'dx, on a : 

f js'è'dx — «*«■ — 2*e» + 2e' = e* (x' — 2a! + 2) + C. 

Nota. — Une double décomposition par parties, comme 
celle que l'on vient de faire, donne parfois des résultats 
dignes de remarque; l'exemple suivant le montrera. 

Exemple IT. 

fé" cas xdx. 

Posant 

u ^ eus x , du = i^dx ; 

d'où 

dit = — iinxdx^ y = e'; 

on trouve d'aiwrd : 

J'e'cosxdx = e^cosx-\-J'é'sinxdx, . . {a) 
L'intégration de l'int^rale finale,ye"sin x dx, en posant : 

rt = 5inx, dv=^e'dx; 

d'où 

du^cosxdx, v=.e"; 
donne 

fe" sin xdx — e' sin i —f^ cos a; rfx . . (p) 

Des deux égalités (a) et (^), on tire facilement : 






e'cosxrfx ='-e'(slna;-|- cosic) + C, 



sin xdx ■:=-%' (sin a: — cos x) -|- C ; 



c'est-â-dire le résultat de l'intégration de la différentielle 
donnée ^<^?,xdx et celui de la différentielle similaire 

e sin X dx. 

1. Montrer, en intégrant, que : 

fcosx logsin x.((a: = sin 3c (log siii x — i) + C. 
/sin xlogcosa:.da: = cosx(I — logcosx) -|-C. 
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2. Effeclueries întégradonsfiui conduiscntaiK égalités: 

y orc ê'inx.dx = x.urc. sin r -\- 1/| a' -j. c 

J'arccasx.flx =a;.nrccosx — l/| _ a,' -f- C. 

y orc Inng x .ilx =a x.nrc Inng x — log K I -j- a:* -f- C. 
yorcco(ga;.(/j: -=i.iirccoigi + logl/T+~t'-f-C. 
/arc sccx.(/x i— a-.ni-c s^c x — log (ï+V^x'— I) -f- C. 
y arc cojjcc x.ilx = x.orc coscc x -\- log (x-j-l/x'— l) -f- C 

3. ynrcsin vers j-.f/j. 
On trouve d'abord ; 

S ■= X ni'c sin vers x — / ._ . 

D aulrc part. 






- arc sin vcrsx. 



Donc, 

S = (x — 1) arc sin vers x + 1/ 2x — J* -f- C. 
i./x\,'ilx. 
Deux ink'gralions successives donnent : 

-Lies. (losV+.(toB")'J^ 
Si l'on pose u = c"""", on trouve ; 



..Google 



31 £1ERCICES HtTnODIQDES 

Hais si l'on pose u « 2, on obtient : 

Additionnant et soustrayant les deux égalitâs précédentes, 
loembrc à membre, 00 a : 

«t 

^ /» u — Sx . . /« — X , 

6. / - •arcsiii V/ rfx. 

^ l/«x — x* '^ " + ' 



S<='iv'ax — z* arc si 



c sëc y/ ~—i + V/îarc (ong x + C 



Faire u>=>arcsdc 1 



i — x'* 



l /' x(3-x')i..-ctnngx ^ 



1 +x* 

S = arc tang x — arc sin x -{- C. 
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9. / ;rf 

Plur ieas. intcigrattons successives, daas chacune des- 
quelles on poafttt="C "*'"•', on obtient : 

et 

jrfj,— ,-.... ^ / __ .Jj 

I, 

rîlZTîIrfx î^l=, + C 

7 (l+.f Î^T+ï' 



Section II. — IntégrtUion par réduction successive. 

Quand l'expression différenlielle à intégrer esl de la 
forme [r.x)y(lx, ou, plus généralemenl, de la forme 
[?(3^)]" ['VWl" 'te. l'inK'gration par parties fournit souveat 
des formules de réduction qui ramènent à intégrer des 
expressions différentielles semblables, mais dans lesquelles 
l'exposant n dans les expressions de la première forme, et, 
l'un ou l'autre ou tous deux dps exposants n et m dans les 
expressions de la seconde forme, sont diminuds d'une ou 
de plusieurs unités. 

En appliquant ces formules de réduction une ou plu- 
sieurs fois de suite, on parvient â intégrer certaines expres- 
sions ilifi'i'renlicilcs — formes dont il s'agit — dans les- 
quelles n et m sont des nombres particuliers. 
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Esaaiplo I. 

/(tog:r)Mx. 

En posant u => {log x)' et dv =— dx, on trouve, immédia- 
tement, la formule de rikiuclion : 

y(log X)' dx = a:(log j:J' — «/(log i)"-* lU. 
Pour n ^ 1 , on en tire 

/logX.rfl — I(l0g3! — I) + C 

Pour n — 2, 

y (log xy tlx •= X [(tog !)• — 2 log * + 2] + C. 
Pour n = 3, 
/(log x)' rfx— I [(log X)* — S(log i)' + 6 log a; — 6] + C. 
etc. 

El, en général, 

/{!ogx)-rfj 

"x[CIOgTr— M(l0gx)-*+«(« — l)!'"?^)""* — <=M + *^ 

EienplA ■■• 

/x-e"dx. 

Si l'on fait M = i-" et du = e" rfx, on obtient la formule 
do réduction : 



^^l et n 
l'rfx = e- 



e*'(/x. 



Si a = l et n"=t,2,3,etc., il vient généralement : 
/xVrfx=e'[i" — «x-'+»i(n— 1)x-'— ctc-l+C. 



jUnlbyGOOglC 



DE CALCUL INTEGRAL. . 31 

Posant u = a"-* etdv = — , on obtient: 

y a'' — x* 

/x'tlx , /• ; . 

D'oti, en transposant le dernier terme, réduisant et divi- 
sant par n, 

/ «•"'^J 1— 't/ii" — a' n — \ , rx'-'dx 

Telle est la formule do réduction. 
Si M est pair, l'intégrale finale se réduit à 
/' \lx ■ X 

si n est impair, elle se réduit A 

Pour « = 2, la formule donne ; 

/= [x l/a' — x' — a' arc sin î | + C. 



Pour » = 3, 



/ rtj l/i?^ 



-(»'+2u') + C. 



5,t7rrlb,GOOgIC 



EXERCICES HËTBODIQUES 






On a: 

/Ax ^ /^(u* 4- 1* — X*) rfx 

lo* + »T~«V («'4-xr 

d'où 

/ Ax \^ r dx \ /• jVi 

(a' + xr"o*y («» + x')— ««y ("* + xV 

Or, en posant u = a: et dn^— -- — — , on obtient : 

donc, par substitution et réduction : 

/^ dx 1 X 2(1—3 < /^ (/x 

(a* + x')'™2«—2* <!'(«• + x')'-'"^2tt—2'ô*y (a* + x')^ 

L'ialëgralo finale se réduit à / -. «»■ - arc tanc -. 

J a*-\-sf? a 'fl 

Quand o^ 1, la formule devient : 

/' Ax \ X 2rt — 5 f dx 

[l+x'y^1n — -i'(i+xy-''^'in — »J (!+»')■"' 

et l'intégrale finale se réduit à / '-— r — -= arc tanifz. 

Sous cette forme ou sous la préccdcnto, cntlc formule 
de réduction est excessivement imporlanic, car elle doit 
toujours êire employée, nous le verrons au cliapilrc sui- 
vant, dans le cas le plus difficile de l'iolcgration des frac- 
tions rationnelles. 

Nous engageons donc les élèves à la retenir de mémoire. 
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et faisons chose utile en présentant co qu'elle donne potir 
n — 3, n •=> 3, n = A. 

/ilx i X i i X . ^ 

/rfx I X 5 X 

(a- + «'l" ~ » ■ «'("• + 1')" "*"""'(»■ + '■) 

, ' ' « . ^ 

(a' + x'i* ~ Ô ' «*(«* + *',' '' ÏÏTi a\u' -\- X*)* 

,5.3 « , 0.5 1 X . „ 

-I -__ — _ ,1, -arc tanc-4-C. 

Quand ao=l, 

/rfx 1 X , I 

/(/x 1 X 3 X , Si 

/ ih i X ■ tt. X ».5 X 

tl+ïV""ë' Il +xT"*'c,4(I +3(7'*' 6.4.2 l+x* 



U.4.2 
Esmple V. 



/x-rfx 

Faisant u = i 
diatement 

{o' + x7 ^ 2« — 2 ' (o* + a»;— "^ 2n - ay (a' + xT' 



Faisant ii = a:""' et dffe=— ;— — r-, on obtient immé- 
(a' + an 
diatement 
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Pour m — a 2 et n -= 3, 

/x*tlx i 1 1 /• rfj; 

/■ dx 
-z—. — -;dans 
(a' + x*i' 
l'esemple précédent, 

/x'dx i X ^ a: 

1 1 J^ 

Eicnlplo VI. 

f s'm" X cos" X dx. (m et n étaol Jcs nombres enlicrs, 

positifs ou négatifs.) 
Posant M =cos"~' x et rfy ^sin^icosi ilx, on trouve : 



a: fos" X dx 

X cos"~'i dx 



— iM^— +;;+;./""■'" -'"''"""" 

= 1 / siii°'arcos''~'iax 

'»+' "' + !./ 

-— / >-in" X cos'xdx. 

Transposant le dernier terme, réduisnnt et divisant par 
le coefficient dcysin'"a:cos''x(/x, il vient : 

/ Biii"'xcos''idx^ '■ 

H — -— / siH'*jn!os""*xrfx. . . (â) 
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Si l'on eût posé u = sin"-'a: et dv = cos' x sia x dx, 
00 aurait trouvé d'abord 

sin"xcoi"x(/i=» — 



/si.. 
n+i 

m — i /• 
+ — — - / sin— »xcos-*»xrfx . . (5) 
n-j- 11/ 

et, en remplaçant cos"*'a; par cos''a;(l — sin'i), 

/siir-'xcos"''! 
£in"'xco5"3:rix"= ■ 
III -j-u 

wi — I /• 
-| — — / sin"~*x cos"ï«x . . (i) 

Des formules (2) et (i), on lire aisément : 

/■ . ( sid—'xcosx fli— ) /"._,, ,_. 
sin^xiix— = 1 / sin""'xax. (5) 

P€8''X(iX"> [ / COS''~*X(/l. . (6) 

/• rfx cos X m — 2 Z' rfx 

Fiii~x (»» — i)8iii""'x m — Kj siii"-*x 

/* '/x sin X I» — 2 /^ f/x 

co»"x°°(«— IJtos- 'x'^n — ly cos-'x' ■ ■ ' ' 

r^'"'^'^" ""'"" »_._-| /-sin-'x^x 

y coa" X (iH — H) fo»'-' X m — nj cos" x 

/sin''xdx sin"+'x h — m — 2 /'sin"'x(/x 

~TOs"ï~~j;n — ))(-Oi"-'x~' »— 1 J foï-'x ' ' 
/cof'"Tilx cos' *x n — I /'cns'~'xrfx 

siii-x (n— iH)»ii'""'x « — wi^ siii" x 

/C0S''X(/X cos'*'» Hl— B — 2 Z^*^'*^'^'^^ ,.a\ 

siu*a; "^ (iTi— i)Bin"-'x''" m — \J siu*"'* ^ 
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/dx 1 

Bin"'XCIJS"j (n — l)siii""'j:co>""'i 

n — t J siH a;cos'"'ar 

/ dx _ \ 

sin"! cos"i {m — i) siii""' * cos'"'jc 

, m + n — 2 /• dx 

«1 — \ J SI»" "jcos'x 

De la formule (3), en remplaçant n par — m, et de U 
formule (1), en remplaçant m par — », on tire immédiate- 
ment : 

/ inng^acf/i;-"' tanR"-'x — / tnng"-'x(/x. . (I5) 

/ COtg"xdx — — colg—'i— / colg— 'idj;. . (16) 



ant u<=e 

/e"f/j: 1 «^ , *• /"«"rfx 

"1^~~» — 1 X' ''^n—ij ~^' 

Pour n — 4 et o = l. 

D'ailleurs, on verra au <]ernier chapitre que 

/t' dx X* x' 



Posant u <= e", on obtient 

rii"ilx \ e" , o /•«"rfj 
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t./x''(ï6gxy'dx. 
Faisant « = (log x)', on trouve : 



/ar^Ulnax)' n /* 



Pour m = 2 et «=2, 



y x'(log !)• Ji « 1 (log «)' — ^ log X + - + C. 

3. y"sin'x((ï, J'sin*xdx, fHvfxdx, 
tu 

ycos'xctc, J'cos*xdx, fco^xdx. 

Les formules de réduclion (S) et (C) do l'exemple VI, 
dODDent : 

/ sin' xdx^=^ (siii x cos x — x) + C , 

sin*x<lx— :r-(s'ii 3J4-2) + G, 

/ sin* X rfx — = — ( sin* x -f- - sin xj -| 1- C, 

/ COS'idl— "-(sillIC08X + x)-|-,C, 

/ cos*ii:dx^~ — (cos'x + 2) + C, 

/sin X / . 5 \ 3x 
cos'xdx — — -— îcos»x + -cosxl 4-— .-f-c 

/dx p dx f ^^ r ''' 

siu* X ' J sin* x J cos' x J eo^ x 
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Les formules (7) et (8) de rc\cin|)Ic VI, toamisseot ; 

/rfx rosx 1 X 

r^r- = h - los l" ng - 4- C, 

/tîx c(isa: .2 , „ 

./•4__!Î!lî(J_ + 2__!_]+î,„,,„.(! + î)+c, 

/('x sin X / 1 . * 1 \ . 8 
= H tang X + C. 
cOi* X b \cOï* X 5 coi' x/ 13 

s. /•!i::^rf., n^u. r^ " Z'^'"- 

i/ cos ï ^ tus' X y toa' X i/ eos* x 
Formules (9) et (iO) de IVxcmpIc VI : 

/sîn' I i 

~ 7 -"x = — 3 eus X {^i" X + 4 sin* x — S) + C, 

^ eus X o toa X o cos x 

/•cns* X , /"cou' X , /"cos' x /"roft X l'x 

J fiiii X J Gin' X J siir x y siii' x 

Formules (H) et (12) de l'exemple VI : 

/cns'x ■ ros' x 
— — - «J ^- log sm X + C , 
siii X 2 

/cos'x , /ra-*x S 5 \ 

—---~dx'=—\~ f- - sm X cos X -J — x +C, 
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Slti* X COS X 



/ — , '■ dx = — 1 —— : \- cos' I + ï! log sin x) 4- C, 

/•"""'' ;:2£f(_i_+_L)+c. 

./ siu* « i \siu' X siii* x/ 

7. /"-^ii-. /• ''\ , / 

t/ Slll X€USX i/ SlIlXCOIiX i/ I 

et 

/fix 
$jii*x wis'x 

Formules (13) et (l'i) de l'exemple VI : ' 

— ~ = T-- + '«S '""K x + C 

siii'xiOïX ïsiii'x 

/; 
/; 
A 



--— H h iog tans - + C, 



1/1 2 8 \ 



in'xcosx l 

16 
+ -~luiisx + C 

'•. J's'\n'xcob*xdx, /~!.ih'xros'x(/x, /"sîn'xcos'xiir, 



/'siii'xcos*X(/x. 








Formules 


l2)M 


(i) de l'cscmp 


oVl: 




/ sin* X cos 


ijj 


— '4^f' 


's+fl + C, 




/— 


iJx 


sîii'xcnsx 


^^^ 




"" s 










-^(smio.,.- 


-»)+«, 
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/ «iVxcos*xdj; — — -— fcos*a: + -J4-C, 

sin' X cos'x rfx — \eos' x + -_ + ^J + C. 

9.yung*x(/x, yinng'xrfx, _/*Un(î'irfj. 
«I 

/coig* X dx , y colg* I dx, y colg* x dx. 

Pormales (ISJ et (16) de l'exomplo VI : 
/ lang'xdx — langx — x + C. 

/ loDg*xrfx=.-^-^ -f-log«MX4-C. 

/. , innff X 
lang*xrfx=> — ;; tongx-|-x-}-C. 

/ cotg'xrfx = — (cotgx + x) + C. 

/ cotgf X rfx /££X5 ^ log sin x] + C. 

/ cctg* X rfx = — 1 — |-^ — colg X — X j + C. 

,0. f^'-:^. 

•J l/a + dx 
En posant u = j:"", on trouve d'abord : 

/x"rfx Sx" , , — — — In /* . , 

___— = V/a + /.x— --/ X— l/ir+67.rfj 

l/o + 6x " ''•/ 
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el, en dédoublant l'int^rale finale après l'avoir écrite 

/a'-'{a + bx] , . ,. , 

— dx, oo obtient : 

Va-\-bx 

/x"rfx 2i» Va H- fci 2» " /^ x— '«/a: 



Pour n — 2, 

/x'dx al/ 4. fc /^ * gj i-gn' 

t/ „ ■ j,j ° "■•" 'Isfr 5.5 (.'"'"&. 3 6" 



bx 



+ c. 



Pour n =3 3, 



ox' et u'x C.4.2o»\ 



Posant u^3f et opérant comme dans l'exercice précé- 
dent, on oblicnt la formule de réduction : 

/x'ilx âx''{a-{-bxf on « /" 3:—'dx 



(o-|-6x)» 
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Pour « =a 2, 



-___5(a+».)'(-_--+j^-)+C. 
(o + lut)' 



/iVi . !/»• or' 9 o'i 



11.8.5.26*/^ 



12. / (o* — a:*)' (/x, « étant impair. 

Posant w^ia* — «*}* , on trouve d'abord : 

/ (o' — x')'(/x=»x(a' — i';'+H /a:*ia' — xV (tx 

et CD dédoublant l'inttigralo finale après l'avoir écrite : 
/ [o* — (a* — X*)] (u* — i'/ ~'ilx, 

il rïent : 

Pour n^i, 

{«'-xT-ix L__L+_apcsinî-|-C. 

Pour »t — 3, 

/• x(a' + 3*j*" 5 
(tt* — ï')Mx = ^ i- — fl»i(o' — x')' 
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Pour I( = 5, 

/! x(a* — x'i' 5 î 

(a* _ xy dx !^ 1 + — a'xia' — r')' 



e.4.2 ' ' ' 6.4.2 

.^ r d^ 

13. / 1^, n élant impair. 

On a 



/dx . 
-, né 

y 

i r dx \ r 



r dx _ £ r ia' + x' — x')dx 



Or, en posant u=x, 



f^. 



"-^J , , , ,,-,-1 

Substituant, on obtient : 

r dx X 

("'+«•)' («-2)<.'(«'+»'r' 

Pour « *— 3, 



/: 



(o' + iV «v + ^Y 

4 
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Pour n = 8, 
dx 



r dx X fi , ^\ , r 

J x" l/x' — i 

On a: 

/dx f xdx 

Si l'on pose u = -—^ , on trouve d'abord : 

Dédoublant l'intégrale finale, après en avoir multiplié les 
deux termes par \/x* — 1, 

^ X" Kx" — 1 x-*' -^ X' l/x' — I 

-(» + .)/— ^. 

•^ x"+'l/x*— I 

Transposant le dernier terme, réduisant, puis changeant 
« en n — 2, il vient : 

/dx \/x' — \ , » — 2 /* dx 

x~V^rr\ {n-\)x-*^7^J x— l/i^^' 

Pour M = 2, 

/ ' ^^ _ ^^*-< +c 
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Pour M = 


■3, 










H 


di 


l/l' — l 


+;■ 


ipcséc 




1 Si" 


»+(.. 


Pour n = 


4, 










/; 


di 


l^a:' — 


~-{h 


+.). 




ITT 3« 




1» r 


dx 











Opérant comme dans l'exercice précédent, on trouve la 
formule de réduction : 

f ^î . i_l;2+ï=_n--a y- j, 

J i-i/T+ïî »-i i- n-Kj ;:;:;^^^. 

Pour » = 2, 

/■-^î !iî±^ + c. 

Pour n = 3, 
Pour n=«=4. 






-2) + C. 
16. 
Faisons x^taz*; il vient : 
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Or, la formule de rédnctioD de l'exemple III, en y rem- 
plaçant X par z, a par 1 et ti par S», fournit : 

\/\^^ 2m '^ •in J I/7II7' 

d'où, en multipliant les deux membres par 2(ia)', puis rem- 
plaçant % par Y' — : 



/ ^ x'dx _ j" - ' l/gax — j' în — 1 / " x'-'di 
Pour «"=1, 

/■*^rfx . , ; , , ^ . „ 
= — V'io'x — x'+o. apcsm vers — |- C. 
Viax — X* " 

•Pour II = 2, 

3a' X 

-j are mi) vers - + C. 

Pour » = 3, 

/x'rfx , , : /x* 5ax 5.5a' \ 

\/ -iax — x' \3 ^3.a^ 3.2 / 

, 5.3a' . X 

-J arc sin vers - + C. 

^ 5.2 o^ 

n. fx"coixdx. 

Une première intégration, en posant u ^ x", donne 

y x" C03 a; rfx ^ a;" sin X — nj'x"~*aiaxdx. 

Une seconde intégration, en faisant u c^x'^', fournit: 

/x"~' sina;(ix-= — x""' Msi-j-(n — l}yx"~'cosxdx. 
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D'ob, par subslitution : 

J x" cos X (/j: ^ a:" siii x -f- nsc""' cos x 

— «((I — l)/'a:"~*cosjcrfx. 
Pour n =1 1 , 

/x cos xdx ^x sin sr + cos jc -}- C, 
Pour n = 2, 

fx' cos X dx •« x' sin x -|- 2x cos x — 2 sin x -|- C 
Pour n — 3, 
^x*co8xdx^x'sinx-j-3x*cos x — Gxsinx — 6cosx-|-^Ç. 

18. /x" sin X rfx. 

En procédant comme dans l'exercice qui précède, on 
trouve : 

fx" sin xdx =^ — x" cos x -j- nx"' ' sin x 
— n{« — 1) /'x""'sinxdx. 
Pour n»!, 

y x sin X (^x es — X cos x -|- sin x -|- C. 
Pour » =- 2, 
/"x' sin X rfx =1 — X* cos X + 2x sin ï + 2 "^^^ '^ + ^* 
Pour n^3, 

/"x* sin xrfx = — a:* cos X 4- 3x' sin x -}- 6x cos x 
— 6sina:-|-C. 

19. /«"eos'xdx. 

On a: 

/'e''cos"xrfx^/e"cos""'x(l — Bin*x)rtx 

=ye" cos""'xdx — /e" cos""*x siD*xdx. 



jUnlbyGOOglC 



M EXERCICES HËTUODIQOES 

Posant « = «" sin x, on trouve : 
r . ■ . * 

-j / e"cos'~'xsin3t rfr-| / tfcos' xdxi 

n — ft/ n — \ ^ 

puis, faisant u ^ e**, on obliont : 
/ e" co9""'a; sîn xdx = e" cos" x -j- - / e" cas" xdx. 

Par substitution, réduction et division par le coefficient 
dey «" cos" a: da;, on a : 



A 



i"xdx' 



e" cos'"'x(o cos I -|- 1 sin x 



+■ 

Pour 11 = 1, 






[>OUI 



a« + t 
Pour n = 2, 



f e"cos'x(/a: = - 



Pour n = 3, 

e" (!os'x(a cos X -f- 3 sin x) 



/■ 



e" cos' xdx ^ — 



a' + 9 



(a'-f ))[«' + 9) 
20. /e" sin" X (tr. 
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opérant comme dans l'exercice qui précède, on 



B" fin" xdx^' i : 

o'-j-n' 



Pour n = 1, 



/e"'[asinx — cosr) 
e" sin xdx= — j-— ■ + C. 
a -f- I 



/Udn'r,;. g"sinx(asin:c — 2coax) , 2e" , ^ 
y e"s.„ .dx= ^^^ +«1^M^)+*^- 

Pour n = 3, 

sin' x{a sin x — 3 cos a;) 



/.".in-.dx-^ 



.' + 9 



21, /: ^î 

J {a-\-bcosx)'' 

Évidemment, 

sin* xdx , /" cos' X d, 



/' dx /" sin* xdx p cos' j 

(a + 6cosx)" y (« + 6co8x)-"''y (a + 6 



Posant u = sin j;, on trouve : 
sin* xdx 1 



A 



(a + 6 cos x)" (n — 1 ) 6 (a + 6 cos se)"- • 
1 /' COA X dx 



i /" eoaxdx 

(n — 1) 6t/ (a + 6cosx}'-' 
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D'auti-e part. 



f"{à' — o' — 6' cos'i) dx 



/cos* a; dx 1 /"(i 

(a -]- fr cos or)" 6'V (« + ^ ™* *)" 

o' /" ds l /"{a — bcosx)dx 

~ b^J (a + b co» x)" 6V (h + 6 cos x)"-* 

~ ^y (o + ôcosi)- ~ ^y (0 + 6 cos x)"-' 



1 /" C08 1 dx 
"^ij (« + 6eosx)--' 



/cos X dx i / 
(o + 6cosx)-' ~ ây (0 + 6 cos -x}-' 



i /'(a — a-j-beosx) <lx 

dx 



bj {a-\-btùsx)-*^ bj [a 



4" 6 cos x)"" 



D'oti, par substitution, réductioD et division par 1 

/dx 
; ;-■ 
{a + COS x)" 

/dx — fesinx 

{«i + fc cos x)- ^ (n — 1 ) (a' — l>*) (0+6 cos i)-' 

■ (2«-5)a / ■ dx 

'^{n—\}{a^ — b')J [a + bco&x)-" 

w— a / • dx 

~ („ _ I) (b' _ b']J {a + 6co8i)— ■ 
Pour n = 2, 

/dx — bsina: 

(a -f- 6 cos x)' (o* — 6*) (a -f- 6 cos x) 



+ 



a' — b'J 11 + 6 
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Si l'on suppose a > A, i) vient : 



/dx 1 r 6 sin j; 

{a -j- 6 cos a:)' a' — 6' |_a -j- 6 cos 3; 

2a /. /i^^Tfi 1 \1 , „ 

— ' ■■ arc taiig \/ — ritangir^) H-C; 

I/o' — 6* V » a 4- 6 2 / J 

et, pour a < fr , 

/('x 1 r 6 siii .i; 

(o + 6 cos a;)' t» — o' L« + 6 cos x 

1/6" — o' 1/6 — olangSi — l/6 + oJ 
(Voirl'oiercice 37, chapitre II.) 



En procédant comme dans l'exercice qui précède, on 
obtient : 



J (a + 6sinxr 
n procédant comn 
ent : 

/t/x 6 cos X 

(a + 6 sin X}» ^ (» — i){o' _ l?){a + 6 sin x)- - ' 
. (2«-5)« / - dx 

■•"(«- l)(a'-6')y (a + 6sina:r-' 
H-a / • rfx 

(„_l)(«'_6')y (a + 6siiix)"-' 
Pour n = 2, 

/rfx 6(!ûsx a /" dx 

[a + b sin xf ^ (a' — 6')(a + 6 sin x) "^ a' - b^J a -\- b si 
Si l'on suppose, en outre, a > fr, on trouve : 



/dx l_ r 6cosx 

(a + 6 sin x)* a' — 6* [o + 6 sin x 

■)] + . 



2o /« lang î a; + 61 
+ -^= arc Isng —— -i— 
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el, pour a < t. 



/dx i r fx-osx 

(H-f-''8in x)* h*- a*[a-f-6sinx 

l/6»_ a* a tang 1 a: + 6 + l/ô* — a' J 



(Voir l'exercice 40, chapitre II.) 



CHAPITRE iV. 

IKTËGHATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 

Dans le dernier chapiire des Exercices métkodiquet de 

calcul différeiUiel, on a rappelé que ^^— représentant une 

fraction dont les termes sont des fonctions entières et 
rationnelles de x (le degré du numérateur étant moindre 

que celui du dénominateur), cette fraction — — pouvait 

toujours se décomposer en fraclions plus simples, de l'une 

des quatre formes : 

A A Ax + B Ai-t-B 

^^^a [x-a)'' (!-»)' + ?'' [(ï -«)' + ?•]■" 
Dans ces fractions plus simples, a représente telle racine 

réelle de l'équation 

F(3c) = 0; 

a et p, les coeffidenls de tel couple de racines imaginaires 

conjuguées de la même équation ; ii, un nombre entier 

positif; A et B, des constantes que le calcul différentiel 

détermine. 

L'intégration des expressions différentielles de la forme 

A*) , 



■ Google 



DE CALCUL IHTÏGRAL. 09 

entières et ratioDoelIes de x, sera donc ramenée à l'intô- 
graUoD des différentielles 



kdt kdx 
I-O («-II)- 


(hx + B)dx 


(Ai 


+ B)rf« 
«)• + ?]• 


Or, 








*•/,.-".) *'»«" '•l + '^- 








A 


T, + C 


(Voir chapi 


(»-!)(»-«)■ 


tK 11, section II, exemple II.) 






,. /•(*» + B)rfi 


devient, en posant x — 


a = x. 


/ 


(Az + Aa + B)di 




/■(Ai+A. + B)./! 


.A/-.'r+ 


(A- + 


.^f" 



A . , Aa + B z 

- Z '"fi (' + P) + — '^ "« i""» « ■ 

^ P P 

Donc, en remplaçant z par x — a : 

/'(Ax + Bldo: A, ,, ,, , _ 

, A.X-I-B X — a , „ 
H — arc tang — \- C. 

P P 

4'' Si l'on pose a; — a ^ », on obtient d'abord : 
/ ' (Ax + B) ilx ^ /- (Az + Aa+B)dg 

/* zdz /' dz 

-'/(ïW+'^'+VcPT??- 
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D'autre part, 

2l/î 



/• zilz 1 A 

dz 
section II, exemple III) et (A« + B) . , s'int^rera au 

U + P I" 
moyen de la formule de réduction trouvée, chapitre III, 
eectiOQ II, exemple IV. 

Par addition et, après avoir remplacé z par x — «, on 
obtiendra le résultat cherché. 

IVûla. — En multipliant par dx chacune des fractions 
rationnelles que, dans le dernier chapitre des Exercices 
méthodiques de calcul dif}érentiel, on trouvera décomposées 
en fractions plus simples, on formera les expressions diffé- 
rentielles dont l'intégration est développée dans les exem- 
ples suivants, et celles que nous donnons à intégrer comme 
exercices. 



y; 



f3a' — 70a!+98 
.' _ 9a:' ^ 26i — 2' 
On a trouvé : 

12a;' — 7Qj + i>8 
? — 9j:' + iGx — 24 
Donc, 



dx. 



/• i2a:*-70^+98_ /" dx ../'dx .^fdx 





+ l)log(i-l)+logC 
— log C(x — S)' (I — 5/ (I — 4)". 


.rm- 


EieMpla It. 


On a obtenu : 




("■■+!)■ 4 


8 8,4,1 
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5(x — 1/ ^x~^)* 3{x — I)' 
4 1 

" 2(x— I)' ~ ar— 1 "'" ' 
i 8j.^ — 50a:' 4- 4Qx' — Wx-j-1 



r 6^' + 2Sx-9 ^^^ 

y j* — Ux* + 1 a7x' — »22x + BbO 
On a trouvé : 

Cx* + 2bjc — 9 _ 3a: + I 5x — I 

-Ui'+107a;'— iSix + SSO^lj: — 5)»+25'^(.r — 4)' + 9 
Par conséquent, 

/6x' + 2fSx — 9 
r' — iix' + 107x' — 4-i2x -j- 850 "^ 
y- -^x^\ . , r 3x-l 

3 r 1 8 a; — 3 
â 'ûg L(^ — 5)' + -^3] — ^ arc tang — — 



2 "*" (X - 3)' + i5 ^ 5 
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La décomposition a donné : 

x(2a:' — 3- + 5} ôï+l 2a: — i 

t-r' -h I)' ("7+T?'''l^M^' 

Donc 

/■ x(ax--, + a) 
./ ('" + !)■ 

-y(?Tî7""+./i?Tî'^ 

Z' x*/a: , /" '^^ I r^xix r ilx 



+ log (i* 4" ) ) — arc lang x + [og C 
1^=— + log C{x' + I ) - -. arc tang x. 



A 



Du résultat trouvé par la décomposition de — : — t—t-, — = 
on fractions plus simples, on tire : 

/x'dx 

_* /" àx \ r dx * /* ^^^ 



-^[-^■-.-i.]-- 
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iï'l^-âid' + i)' 



Le résultat de la décomposition ( 
permet d'écrire, tout de suite : 

r '■-^+< ,, 

j i'(i-ï)(i'+i)' 

~'ij 7'^'iJ ~ï''^~»J «+4oy» — 2 

J (.■+1)' ij l'+i • 

Or, 

u rdx 11, \ r dx I , , ., 

rlz+i)dx I I 1 
/ * — ! — : — =1 arc laiiK z 

et 

>ar addition et réduction, 



Par addition et réduction, on obtient : 

Bi' — Sx* -j- 3 a: — I 

Nota. — On voit que l'intégration des différentielles 
=r-:dx fournit généralement des fonctions rationnelles 
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de X, des logarithmes et des arcs-tangente. Pour additionner 
ceux-ci, quand l'expression de la somme sera jugée assez 
simple, on fera usage de la formule connue : 

_._ .. «^^ 

arc tang a ± arc tang o ■" arc lang ■ 

1 ^ 00 



I. /: '^ 

./ »' + (a + (>)x+«l. 
S - -— ^ [6" log (1 + (,) - o' iog (i + a)] + C. 

J a^ — 7oi» + Ua'x — 8a' 

S = a log [C(i - «)(x _ 4o)'(i - »»)']. 

3. f t^ 

■^ i'+(l/o+l/6+l/î)r['+;i/i.k+|/^+l/!re)i+V/iSÏ 

S- ! logU+l/i) 

A log (,T + V/c\ + G, 

/ 560j' — i2f.a; + 17 
S-l<igC[(îi-l)'|3a:-l)'(4i-l)'). 

y (i+2i' 

'2(x + 2)' 



5,t7rrlb,GOOgIC 
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2»' + 5 



/■ jt' — tV^ + 3 



J [a — bxy 

(2«r ■» 13a)- 



S— C + 



6(» — IMo — 6i)--' ( 6{» — S)(o — 61)-- 

m-l) (8a)— 

l.« 6(>i — 51(<i — ti)— • 

xdo: 



'■./ i' + (« + 6)i'+«6 
S 

/ 2(j' + 1)dic 
«'+•'+1 



1 , X* -[- a 



2 x\/û 

= _„e,.„«^— , + C. 






'"°r5'°« (.- + 4HJ-+i) + ?""'°' fa-+Ts'-+te- + 2 +''- 

jj /• 16|»' + 4)rfx 
■y (to' + «i+17)'' 

gx + 55 



16(ta' + 4a;+17) ' 64 
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J («■ + 1)' 

S_l[log,«.+ ,)-5.,c,.„g,-^i±iîl±^*] +C. 

S X; — Z X__i arctang — J^ -l. c. 

/• (!ij' — 7ir)rfj 

y i' + »' 

S = -(l_l)+-li>g(i> + l) + ,reiangj; + C. 
X \ x/ 2 

,. /'15a*+Sx'+S8i' + i' + 57x— 16 , 

"• / , I . , : 1 «X. 

^/ X -(" *x' — X — 4 

S _ logrc(x'+ir(x'+ 4)'(x- ()'(x + ))'j + 2,rc '«"gj^- 

/• x-rfx 

./(x'-f)' 

S_-+jlog_^+-arcungx + C. 
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I ril, ï + 5 1U' + S3x'— I9X + 23") , „ 

J »■ + (o + Vty + K2a H- 6)1 + lA' 

* - (ï^ ["' '»« (" + ') + '('- 2«) l»8 (« + ')] 

<■' I c 

(«-6)(6 + =c)^ • 

21. / -î 



^■/; 



2a:V— i) * "(1— T)'M +a:) 



+c. 



I* — 2x' — X*— 23!'— 1 



2 i\/3 , f , «' — xl/5 + t , „ 

S— — orelaiig- , + — ilog = \-C. 

1/3 '— • \/5 i' + xl/6 + l 



J «■ — 2x' + «' + x" — 2i + l 



2(1—)) ' 2 
l+l/î 



+ ^|„l5(i_|,-l±_î|„g(x'-,l/â-(-l) 



arctong(xV/2 — )) — Iog(x' + xl/2+ I) 

1 — V/2 ^ 

H •rouiig(il/| + l) + C. 
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r fa'-8l'-5x+l 

V ■t'-i" + 5i'-4i"+3x — ) ' 



■'■r 



5a' — iO-r* + ISIx* + 197x — 287 

(:c'-5x + 8]'{x'+7J 

8J-27 89t/7 ^^-^ 

"yfx'-Bi + S) 49 ""''"8 j/7 



" x' — Si + 8 ' 
66rL * (< + «)' ^ Bl/3 J 



1 r i"-Rxl/|+H' Bil/2l,„ 

16RI/ÏL l'+Ril/î+R' R-iJ 

Dans ce résultat, R = (r) . 
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x'dx 



-■M 



co.glog^«"-ÏRj;co5- + H'J 

+ cos y log II' — 2Ri cos -| + m 

X — R cos - 
-I- 2 siD - apc lang 



+ C 



C08* j- C08 - a; — R cos -^^ 

+ 2 5^— ?.rc,.„B 



-log(i + K) 



Dans ce résultat, R = 



9./' iL_ 



Si l'on a fr* — iiic > 0, en posant : 
' 1 .^. 



2c^2c 



J- 



«(«-»')Li>^ 



a- 
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Hais 81 l'on a fr* — 4ac < 0, en posant : 
(-) -R et -y= 



i' + 2Rx cos - + R* 



+ C. 



2 cos - a:* — SRx cos - + R* 
2 t 

30. f^—àx 

Si n est pair, 

I log(x-l)-f-(-l)-|og(x + l) 

S — -\ + 2* U"^ *^""' '"S (a:' — 2a: cos A:» -(- 1) I , j; 

^ . , a; — cosisl 

- 2 sin Amfl arc tans 

* sinAs J 



, llog(x — 1)-[-2j COsA:nteiog(i'— 23;cosAe + |)j 
S-=.-{ ' L I 

— cos kil 
sin ks J 



+c. 



> 2 sin kme arc tang - 



Dans ces rësultats, 6 = — . 
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CHAPITRE V. 

ftATIONALISATION (*). 

Point de règles gi^nérales pour intégrer les expressions 
différenii elles irrationneijes. 

Transformer, par substitution, certaines expressions en 
diirérentiellcs rationnelles, piiîs les intégrer sous leur nou- 
velle forme, tel est le but rcsireint et l'unique procédé. 

Rappelons quelques règles particulières données dans 
les cours. 

Première règle. — Toute expression différentielle qui ne 
renferme point d'autres irrationnelles que dos puissances 
fractionnaires de la variable x, peut se rationaliser en 
posant ce = î', fc étant le moindre multiple des dénomina- 
teurs des exposants fractionnaires. C'est la règle qui con- 
duit à l'intégration dite des monômes irrationnels. 

Comme application, voir l'exemple VI, chapitre II, sec- 
tion 11. 

Deuxième règle. — Toute expression de la forme 
x" {a -\- bx")'- âx , dans laquelle m, «, p et q sont des 
nombres entiers (n et q positifs, m et]:» positifs ou négatifs), 
peut élre rationalisée : 

i' Si est un nombre entier, positif ou négatif, en 

n 

posant : 

n -|- fca;" = 8». 

O Hot anglais que nous nous sommes permis de franciser, afin 
d'abri^ger le discours. Dans le même but, nous avons fait emploi du 
verbe rationaliser avec celte sif;nifîca(ion : rendre rationnelle telle 
expresâon mathématique qui renferme des radicaux. E. B. 
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tif, en posant : 



C'est la règle qui conduit à l'intégration des dilTérentiélks 



fû 



{a^b^r 



Substituant, il vient : 

et en remplaçant z par (a + bs?)* , 

"^ (o + li-)' (.• L 5 3 J ■ 

ExeBiple II. 



•' {\+/f 



Posons donc : 1 -f- ^* = ^^\ o" trouvera ; 

*''""' (^--i)*' (^*~1)'' 
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et, par subslitution : 

Intégrant par la méthode des fractions rationnelles, on 
obtient : 

r dz ISî* — 232'-[-8 IS î + 1 



iVofo. — Si les exposants m et n étaient fractionnaires, 
on poserait au préalable x = tf,k étant le moindre mul- 
tiple de leurs dénominateurs, et l'on obtiendrait une 
expression en u à laquelle on pourrait appliquer la régie. 

Si n était négatif, on poserait d'abord x=^~ et l'on 
aurait ; 

a;"(o + bar'] dx — «— *(» -f- bu') du, 

expression en u, semblable, mais dans laquelle n est 
positif. 

Troi sième r ègle. — Toute expression de la forme 
l\X, ya-\-bxi dx, X représentant, comme dans les règles 
suivantes, une fonction rationnelle de x, peut être rationa- 

1 
Usée en posant, soit a + fta; := s*, soit a-\'bx = - . 

3 



fl 



(a + bx) Va — bx 
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Posant a — 61 = 3*, on oblicnt : 
I/o — ti — î, ,(i___îi ei „-(-4i_2„_ji. 
et, par snbstilution, 

Qmi riime ri gle. — Toula expression de Ja forme 
(V^,^a-^bx")dx, peut être rationalisée en posant a;' — y, 
puis en appliquant la troisième règle. 



/' dx 

Posant j^ = y, d'où àx = — ~ , on a : 
îl/j 

./ (o' + i')l/o"_»> ^ (a' + 5)\/?^ 

1 

Faisant ensuite = z*, d'où 

« — î/ 



I/o- -s !" 21/; 

il vient par substitution : 






-lll/oV-1 
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Enfin, posant aV — 1 =- u', d'où 
tidu 




Cinquième règle. — Toute différentielle de la forme 
f{\. Va -\-bx ± x') dx peut être rationalisée : 

1° Siie coefficient de x' est +1, en posant 



\/a -\-bx-\-x* = z~ X. 

2' Si le coefficient de x' est — 1 et si a est positif, en 
posant l/a -j- bx — x* = xz — Va. 

Si le coefficient de x' est — 1 et si a est négatif, en 
posant V — a-j-bx — a:* = z{3 — x), a étant la plus grande 
des racines réelles de l'équation 3^ — bx-\-a = 0. 

3* Que le coefficient de x* soit + 1 ou — 1, en rempla- 
çant 



V. 



. /7 bV . ii' — t/' 

: + (.x + «'par\/(x+-) +— ^_ 



Vu-\-bx — x*piiry — ~ r~i 

et appliquant la quatrième règle. 
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JVo(aI. — Quand 6 = 0, \/a-i-bx±s^ devient l/a± a:*. 

Donc les deux premières parties de la cinquième régie 
s'appliquent aux expressions de la forme f(S., Va ±3^) dx, 
expressions que l'on peut aussi rationaliser au moyen de 
la quatrième régie. 

Nota II. — Si l'expression à rationaliser par la cinquième 
règle était de la forme f{\, Va -\-bx±: ex*) as, on rem- 

. /il f \ 
placerait Va-\-bx±: ex* par \/c\ ë "*" «* ^ ^*' 



ExeMyle I. 



/dx 
|l + X) l/i+a: + x 



Première solution. 



Si l'on pose Vi -j-x-^-x* ■= 2 — x, on trouve : 
=a/ — ___ = og h orC, 

et, en remplaçant z par VT+^'+ï* + x, 

dx ,_^ lA+7+^+x 



[1 +jr|l/i+x-f i'' " V/ 1 + a: + a" + ar + 2 

Deuxième solution. 

Faisant x-\-- = y,on obtient 
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Posant ensuite 1/3 + V — ^ — %. on trouve ; 

•/ (l+îj)l/f+4? y(^ + l)"--» ' + ' 

Or 3 = 2 Vx^-^x + i -f- 2iC + 1 ; la substitution donne 
donc 



Exemple II. 

Faisant Vi + x — x* = a;s — 1 , on a : 

/ - ^^ _ _ 2 rj^_ 

J (l+:t)l/l+x-x' -^ .' + 22 + 2 
2 /" ^^ ^ 2ai'clang(ï + l) + Ci 



l/l+iC— x'+l 
et, en remplaçant z par ' 



/ — = — 2 arc lang |-C 

J {l+x)\/i+x—x^ ^ 



/dx 
[X — 2) \/--3 + 4a: — x' 

Les racines de l'équation x* — 4r -f- 3 sont 3 et 1. 
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Posons donc 

l/_ 3 ^_ 4x _ a» =. 1/(5 — ï, |x — 1 ) = I (3 — t) , 
et l'on trouve : 

/di ^ r dz z — \ 
—2/- — -=Iog--- [-loge 

et, en remplaçant % par\/ . 

/'/x , Vx — \—\/TZrx 
, . ^ = ''>S-^=^ ; +'ofrC 



Ed dehors de quelques règles particulières, comme 
celles qui précèdent, certaines expressions différentielles 
en X peuvent se rationaliser en établissant entre a; et une 
nouvelle variable % des relations que des recherciies et 
l'habitude de l'analyse peuvent seules faire découvrir. 



/■ 



(( + x*\ dx 



(1 


-«•)l/f 


+ «' 




En 


posant z 




obtient : 






A-i/â- 








1 


i ~x' 



V\^x 
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Par voie de multiplicalion, on a donc : 
D'où, 

■^ (I - i')WT+7~i/^y i/T+ï 

-P^'°« I-.. + <=■ 



/; 



(i+i')i/{r 






< (l+i')î— i- 



D'où, après multiplication, 

/dx p dz 
■= / — j = arctangï 

X 

■- arc tang — ■■■ -J- C. 

Ces deux exemples, comme les (rois derniers des exer- 
cices qui suivent, sont tirés d'Euler. 
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Posant 1 + 1* = 2*, on obtient : 



J. /"i(l+iV*<. 

S-j(l + i'l" + C. 



^ la 



a + b^f 
4. fx{a + hi)'dx. 



-U 



■^ M -I- 






6. fx'ii+xfdi. 

s_.(,+.,![(i±ir_?(i+f):+!<i+i)_jj+c. 
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Après avoir posé x — 1 => 3*, on obtient ; 

et, en appliquant la formule donnée dans l'esemple IV de 
rinlégration par réduction successive, 



i.y'iMi+i')' 

S-( 



<.+.f(l±^-i) + c 



10. /ar'(l +ar')^Ji. 

S Œa . -(- grc cos a; + C. 
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SXEBQCE. 


HËTUODIQUES 


f r 


ix 








J ,. 


+ faT 






S 


3«-( 




+ C. 


13 r 


xix 








^(.+w 








14. /" ^î 



S^2l/l 4-a: — 4 arc tang \ 



te expression peut s'écrire / ^— ? j, et i 

t j;' -f- 1 = 3', on obtient : 
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^1. r ^î 

18. /• '' 

.9. f— 

J (1 + 



1 , il/2 + l/?+ïî 

rz-H — ,X — T +c. 



2. /a:— 1 



-i)l/| -t—.x 



20. r-^^ï 

Multipliant les deux termes par it"-', puis posant 
a' + h^x" = s*, on trouve : 



S — -^-^= — + c. 



21. f^^É^, 



Multipliant les deux termes par x° , puis faisant 
a' — fc'a;'" => s', on obtient : 



- arc ces \- C 
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f ^^ 

On pourrait employer la quatrième règle, mais si l'on 



et que l'on divise l'expression de iz par celle de 1 + a*, 
on trouve : 

/dx r dz 

23. /I^ISdx. 

J 1 4- Sx' 



l/l-f-a 



+ C. 



celle de 1 — s*, on obtient : 



z et divisant l'expression de dz par 



/"l/l +x' r dz 1 1 I— 1 

/ ■ dx'B* I -, = •: are tans z — - log -- ;--■■ 






1+x 
(1— x')rfar 



^+i/r+iË 



(l+x'){l+^*)' 

Faisant « = ; et divisant l'expression de dz par celle 

de V\ — 2*, on trouve : 

1 . ^Vl , „ 
S ^ — arc sm ; + C. 

1/2 1 + a:' ^ 
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Si Ton pose x + l/l + j^ = s", on obtient : 

* /* fie 

26. / ;■ 

Posant s = ^ — 7 , on trouve : 

(2 a:* — l)i 

r. 1 ï 1 , J — (2l' — I )' , 

S = - are tang log 1- C, 



CHAPITRE VI. 

INTËGRALES DÉFINIES. 

Soit f{x)dx une expression différentielle et F(a:) -j- C son 
intégrale générale, indéfinie, trouvée par Tune des méthode» 
précédentes, de sorte que 



/' 



Si l'intégrale est définie, c'est-à-dire prise entre deux 
limites : la limite inférieure Xo et la /imite supérieure X 
(Xt et X étant deux valeurs particulières de x), on l'indique 
ainsi : 

/x 
n^)dx; 

et il s'^t de déterminer de telles intégrales. 
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Si la fonction f(x) est continue, pour toutes les valeurs 
de X, depuis x = ^Cg jusqu'à x => X, on démontre que 



/ 



f{x)dx = F(X) — F(x^); . 



c'eBt-à-dire que l'intégrale définie s'obtient en substituant 
successivement à a:, dans l'inlégrale V{x), les valeurs parti- 
culières X et Xo, et en soustrayant les deux résultats. 

Rappelons qu'au moyen de cette régie on démontre 
facilement deus propriétés générales des intégrales définies : 

1° Quand on renverse l'ordre des limites, l'intégrale 
change de signe. 

2" Si j^i, Xi, Xt x,-t, X sont des valeurs de x 

telles que /'(x] reste continue quand x varie d'une de ces 
valeurs à la suivante, on a : 

f^ fit) àr-J^'' l{=c)dx -\-J'"m <U- + .-. +y^f{x)dx. 

«« ^0 «1 *,_! 

Quant à la discontinuité de la fonclion f{x), elle com- 
prend trois cas : 

Premier cas. 

Si f(x) devient infinie à la Hmile inTérieure, qu'on 
ait flx,) <=• 00 , l'intégrale définie se trouve par la formule 

f f{x)flx-.]\mf r{^)dx, . . . {i) 
• représentant une quantité infiniment petite. 



Si f[x) devient infinie à la limite supérieure X, qu'on 
ait fpt) == X , l'intégrale s'obtient par la formule : 

r^nx)dx~^\\mr^~' f{x)dx. . . . (3) 
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Troisième i 



Si f(x) devient intinie pour une valeur dex,x^ «,, com- 
prise entre x^ et X, ta Tormule suivante, dans la quelle e 
et e' sont des quantités infiniment petites, fournit l'intégrale 
définie : 

y ^ A^) <iT - lim ry *' " Vi^) ^^ +y ^aw ^^-Iw 

Exemple 1. 

/"" dx 

1 

La fonction étant continue pour toutes les valeurs 

de X, depuis x = jusqu'à x ;= oo , on emploiera la for- 
mule (1), et comme 

/f/x 
r+p —■"'""«•+'=• 

on obtiendra : 

/* dx ir 

— -" j ~ orc lantc oo — nrc tnng = - ■ 

BieMyl* II. 

•/ ^-* 

On a : 



i ~- X 
valeurs de x, depuis x = jusquà x = i. 
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D'ailleurs, 



Donc l'emploi de la formula (1) donne : 



ElCBiple ■!■• 



/•" 



"dx. (a étant positif). 



La fonction e'" est continue pour toutes les valeurs de x, 
depuis a; — jusqu'à a: = oo , et 

La formule (1) donne donc 

EieMpiti ■*• 

/ a:'e-"(/j:(a> Oet« entieret> 0). 

La fonction x'e"' est continue pour toutes les valeurs 
de X, depuis x = (i, jusqu'à j: ^ ao . 
D'autre part, l'intégration par parties fournit : 

/ j"e~*'(/i = x'n' " -^ — / x'-'e~"dx. 
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Le terme x°e-" étant nul pour x m et x ^ 

>n a donc 



: succet 
réduct: 

-, d'api 



En faisant successivement x=>:l, S, 3 .... dans cette 
formule de réduction, et observant que pour x = \, 

» 1 

y e "rfic^ -, d'après l'exemple précédent, on obtient : 

1.2.3...» 



r^. 



Pour a: = — 1, la fonction ■ = 1x1 . Il fiiut donc 

employer la formule (3); elle donne : 

/Vi ils: rk^i ilx 



/• dx 

Donc 

/iyi rf^ r 1 ^ "I 

=-lim arc8in-K2 — arcsin (e— l) , 
_^ l/T^^ L "^ J 

et, pour s— 0, 

Mvi dx _n I »\ 3it 
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Bz«Mple Tl. 



Pour x = a, la fonction — ■-■■ . ■=oo. Il fkut donc faire 

t^ — 3? 

emploi de la formule (3), ce qui conduit à 

/• dx , />•-' dx 

Or, 

log — !— + C. 

a' — a:' 2a ^ a — X ^ 

Par conséquent, 

-1,:„[,.«(S-,)], 

et, pour e = 0, 

/* dx 

Bi«B>ple VI ■ ■ 

O 1). 



ir « — 

s, JC = 
avoir : 



Pour xb>0, valeur de t comprise entre celles des 
1 
limites, «=■— leta: — + l,!a fonction — ~ oo . Donc, 

X 

il faut avoir recours â la formule (4), ce qui fournit : 
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et puisque 

rdx i 1 



/•dx i 1 

J ^"^ n-\ ""[(-*)-' (- ir' "^(^ 1}-' f'-'J' 



il vient : 
-^dx 1 



Si n est pair, 

/+'<i* 1 r I 1 "I 



et, pour 6 1= et e' = 

''dx 1 



Si n est impair. 



et, pour e — el e' = 0, 



Donc quand n est pair, l'intégrale définie proposée est 
infinie et quand n est impair, elle est indéterminée. 



1. / sf'dx (m + 1 > 0). 



/^dx= 
m + 1 
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1. / dx. 

J a — x 



a —7 ^ ~ti~' 



J a' + x' 



/+- dx T 



*-/'^ 



Pour « = 0, -: — — 00 , et remploi de la formule (2) 
fera trouver : 



sinx 

/+' 
«--rfa;. {m > 0). 

,/ m log a 

6. / xsiaxdx. 

I xi\nxdx^=iir. 

,/ ~ a — X 



CooqIc 
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% /a-\-x 
Pour ic = a, y/ = oo . Donc par l'emploi de la 

formule (3) 

•J V<i*-\-hx — ^ 

(a' et a étant les racines de l'équation a;* — hx — a' et a' 
la plus grande). 



/ = 2arctonBY/ 1- C, 

-J 1/a' + tx — I» ^ « — ^ 

et, par suite, 

On a trouvé (exemple IV, chapitre III, section II) 

/• dx I a: 2n — 3 /• (/i 

(I + xy ^ 2« - 2'(l + icT-' "*" 2n - ay {) + a:*)-*' 



Pour 2 = et pour ;r >= oo , le premier terme du second 
membre est nul; donc 

/" dx 2n — 5 /"■ rfi 

(1 +«;')"" ân-ay (l+a;'r'' 
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En bÎBDl ■»■■■■"■—»—** m^-i, ■ '— 3, etc., dans cette 



■T+ï*^"i.4 «... i* — S)"i 



J eoï'x 

Donc la raleor de rîDtégnle proposée est indélerraïnée. 

H, j r—^casbxdx et / e~" i\abxdx. 

En opérant comme dans l'exemple IV, chapitre III, 
section I, on obtient : 

/ tr" tasbxdx= (bwabx — acasbx], 

J «' + 6» 

et 

/!"*" sÎD bxdx = J (6 cos 6jc 4- a sin bx) ; 
a* + 6' 

puis, &cilement, 

/■■ a 

I «-■• cos 6z dx => - , , - ■ 

./ a" + 6' 



/ f" sin fc* (te ■= -; 



+ 6* 
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■ = 00 pou 
et x = + i. 

L'emploi de la formule (4) conduit à 

/'+' dx c 

— = ]iin(lngf — logf')^ lim log — - 

Or le rapport -, est arbitraire, donc la valeur de l'intégrale 
proposée est indéterminée. 



/■' l'Alix /•' x"* 
3. / ^___ et / 

./ i/nr^ ./ \/r- 



On a obtenu (eiemple III, chapitre ill, section II) 



/x-dx j" ' l/a' — x' n — ) ^ /" x"*ilx 

___ = __ _ J^——aJ |^== 

D'où 



D'où 

^p'^dac ï'" ' \/ 1 — a:' , 2m — 1 /^x**'*dx 

1 —a;* 

/ï*"+'rfx a;*"!/! — ie* 2m /* a:*— '(/a: 

i7f:i^ âm + 1 "'"âSr+Ty i/iTr^' 

Le premier terme du second membre de chacune des 
deux égalités précédentes étant nul pour x = Oetx== 1, 
on a : 

/' l'-i/j: 2h( — 1 /" x'^-'dx 
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et 

, Vl—x' 2m + I y \/i-.x' 

Ën faisant successivemeni m =1, 2, 3 ... etc., on trouve : 

/' x^dx 1 ,3.5 ...(2m — 1) n 

\/i Sp"^ 2. 4. e... (ara) 's 

et 

/' a-'-+'dx 2.4.6 ...f2iH) 

14. r*sia^xdx et f * %iii^+'x il x. 

Si dans la formule (S) de l'exemple VI, chapitre Itl, 
seclion II, on remplace successivement m par âm et par 
îm + 1, on trouve 

/' . , sin'"-'i;cosi , tni — 1 r . 
sm^araa: = / sin'"-'xoa;, 
2Hi ^ -im J 

et 

/sin'"xcosx 2m /' 

Le premier terme du second membre de chacune des 
deux formules qui précf^dents'ëvanouissant pour les valeurs 
de ic, « = et X = r- , on a : 

/î ^ . 2m — t /-T , ^ , , 
2m y 

et 

r* ■ .-+. A ^"i /"^ ■ .- . j 

/ sm'"+'xar^ / sin'"-'xax. 

nigiUrrlbyGOOglC 



DE CALCUL WTÉGRAL. H7 

FaiBaut successivement m — 1, S, 3, etc., dans ces deux 
dernières égalités, on obtient : 






3.3.7...{2m + l) 



Kola. — Nous n'avons rappelé des intégrales définies 
que les tous premiers éléments : ceux nécessaires dans les 
applications des quatre chapitres suivants. 

Les théories données dans les cours exigeront d'autres 
exemples développés ; les élèv^ en trouveront de nom- 
breux dans l'ouvrage de A. Heyer, Exposé élémetUaire de 
la théorie des intégrales définies. 

Quant à des exercices présentés dans leur énoncé et leur 
solution finale seulement, les Tables ^intégrales ^éftxies de 
D. Bierens de Haan en contiennent plus de trois mille. 



CHAPITRE VII. 

QCAnB&TURE DES SURFACES PLANES. 

Soit y = f(x) (') l'équation d'une courbe plane rapportée 
à des axes rectangulaires. L'aire A, comprise entre un arc 

{') Les fonctions dont il s'agit dans ce chapitre et dans les trois sui- 
vants sont supposées continues dans les limites où on les considère. 

Quant aux courbes dont il est question dans ce Recueil, nous avons 
supposé, comme dans les Exercices méthodiques de calcul différentiel, 
i|ue le lecteur les connaissait ou pouvait les connaître, par les traités 
de géométrie analytique. 
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(Quelconque de cette coarbe, l'axe des abscisses et les 
ordonnées des extrémités de l'arc, a pour expression 

f^^y'ydx, {!) 

«*, X désignant les abscisses des extrémités de l'arc. 

Si les axes sont obliques et que soit leur angle, 
A = sin sy y dx. 



Soit r = fit) l'équalion d'une courbe plane rapportée i 
des coordonnées polaires. L'aire A, comprise entre un 
arc quelconque de celle courbe et les rayons vecteurs 
menés aux extrémités de l'arc, a pour expression 



=î/ 



t'ai (^ 



(g, t désignant les angles que font les rayons vecteurs avec 
l'axe polaire. 



x' «• 
1« Soit l'ellipse dont l'équation est— , -fn^^ ou 



L'emploi de la Formule (1) donne 

b f^y-^ i 

Or, 

f» A/-1 îj "t ^6 ,^-- 

- / Va' — x'ax'= — arnsin--^ iVa* — x' + C, 
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Si l'on prend l'intégrale de Xa = k x='a, on obtient 
pour le quart de l'ellipse 



If^- 



Donc, pour l'ellipse entière, -nab. 

i' L'équation de l'ellipse, en coordonnées polaires, 
quand le centre est pris pour pôle et le grand ase pour 
axe polaire, est 



a'sin'i + 6'co8'( 
L'emploi de la formule (3) fournit : 

i p o'6*rf( 

âi/ o' sin' I + fc' cos 



Or 

dt 
b' f^ cos' ( ob 

1 I 1? T'^'â" 

En prenant l'intégrale de U'=0 & ''^S'' °" obtient 
pour le quart de l'aire 

comme précédemment. 
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1, L'dqustion polaire du cercle est r = o. 
La formule (3) donDe rapidement : 

A -= — / rfl = — pour le quart de l'ai 
le ordinaire do 



2. Soit la parabole ordinaire dont l'équatiOD est y'= 
On trouve : 



sommet et la perpendiculaire à l'axe menée à une dis- 
tance X quelconque de l'origine. 

3. Spirale d'Archimède dont ['équation est r =• at. 
On obtient : 



=î/'«"- 



4. Hyperbole rapporlée à ses asymptotes. 
L'équalion de la courbe est x\i = k^ et, désignant 
Tangle des asymptotes, 



— /' 



Si l'hyperbole est équilatère, sinO = l. Et si l'on sup- 
)ose en outre ft = 1 et a^ = 1 , 



C'est pourquoi les logaritbmes népériens sont aussi 
appelés logarithmes hyperboliques. 
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5. Spirale logarithmique dont l'équation est r = ae"', 
a désignant une ligne et m un nombre. 
On obtient : 



courbe est r' 

4/- 



6. Lemniscate. ' 

L'équation de la courbe est r' ^ a' cos 2(, et l'on trouve : 



L'aire totale des deux branches est donc a*. 

7. Hyperbole dont l'équation est — — Ti ^ ' 

f>,.^, ï- 

ou y = -Vx' — a', 

Or, 



D'où, 



A_-il/?^r^'--lo • + ^''-''' 



= V et I/o;' — o' = - 
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8. Rosace à quatre branches. 

L'équation de la courbe est r=*a sin 2f, et l'on obtient 
pour l'aire de la branche comprise dans l'angle YOX : 



1 /•» 



Or (exercice 3, chapitre III, section II), 

/ AifCUdt = — - (sin 2( cos 2l — 2() + C. 
D'où 



Les quatre branches ont donc pour aire totale — . La 
moitié du cercle de rayon a qui contient la courbe. 

9. Cissoïde de Diodes. 

La courbe (le diamètre du cercle générateur fixe étant 2a) 
a pour équation 



-/' 



x'Jx 



K/'2ax — x' 
Hais (voir exercice 46, chapitre III, section II), 

/x*dx , , ; Ix 5o\ 

H — — Arc siH vers — \-C. 
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L'aire comprise entre les deux branches de la courbe et 
leur asymptote est donc 3na*, ou trois fois l'aire du cercle 
générateur fîse. 



10. Cycloïde. 

L'équation différentielle de la courbe est dx = 
et l'on trouve, formule (1) : 






-/" 



V'tuy — y* 



Cette intégrale, en y, étant la même que celle en a: de 
l'eTcercice précédent, donne 



trois fois l'aire du cercle générateur pour l'aire entière. 



11. Chaînette. 

L'équation différentielle de la courbe est ix = 

D'où 



^7^^' 






aVy'— a'. 



it. Concboïde de Nicomède dont l'équation est 



4/'( 



- + h]di. 
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D'autre part, l'aire du triangle OAB = — tan;; {. 
Donc l'aire totale comprise entre la courbe et son asymp* 
tote est 



i3. Soit la straniera dont l'équation est x^*=s4a*(2a — s) 
[Maria Agnesi). 

V f^x = 10, I dx. 

^ ^ J V-iax — x' 



laf .'"-^ dx^2a( 
-/ V'iax — X» ^ 



; arc sio vers - + Vtax — x»] -|- C. 



L'aire totale comprise entre la courbe et son asymptote 
est donc ira'. 
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14. Limaçon de Pascal (fig. 2). 

Cherchons l'aire comprise dans la courbe OM'GU", 
courbe dont l'équation est r='a cos ( -|- b. 




Kig. 3, 



Pour obtenir la partie supérieure de cette aire, il suffira 
d'intégrer entre ( =■ et la valeur de t qui rend r nul. Cette 

valeur de (, fournie par l'équation, est arc cos I 1; dési- 
gnons-la par a et l'on aura : 

1 /*« 

A = - / (aeost + bytil, 

ou 

Ac= — 5i[i(icosa-|-ii6siii « -|- 7 {«' + 26*). 



-,,. Google 



os EXERCICES NSTHODIQDES 

L'aire entière est doac 



î[' 



36l/a' — 6■^■ 



(a'^-2fc')-+ 



Pour obtenir l'aire comprise dans la courbe ONN'" dont 
l'équation eal r == o cos ï — b,i\ suffit de changer 6 en — ft 
et a en n — « dans le résultat précédent, ce qui donne : 

1 [(«• + 26') {---)- 3* V^^=V\ . 

IS. Folium de Descartes (lig. 3^ 
L'équation de la courbe est jf* — 3axy -)- z* = et, celle 
de son asymptote, y -\- x -^ a =^ d. 




Si l'on pose y=^x, l'équalion de la oouilie devient 
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Cela posé, supposons que la courbe soit rapportée à des 
coordonnées polaires telles qu'on ait : 

— = innK I ^ 9, d'où dt ^ cos' 1 dt; 



r' = x' + v'i »l'o"' '■' =■ — :-■ 
L'expression générale de l'aire sera 

- T 1 + 6' + '" 
et en intégrant entre 6 = tang o = et = tang^ = oo , 

3a* 
on obtient — pour l'aire de la boucle. 

Pour trouver l'aire comprise entre la branche infinie OC, 
son asymptote et deux rayons vecteurs, remarquons que 
M'N'N"M" est égal au triangle ON'N" moins l'élément 
OH'IU" de l'aire du folium. 

L'équation de l'asymptote étant x^ — : , l'expres- 
sion générale de l'aire du triangle ON'N" est 

•ij (1+s)» 2 l+«^ 

De l'aire du triangle retranchant celle de la courbe, on 
obtient pour l'aire M'H'N'M" 

a'/ 5 1 \ a* 2 — fl 



2\1+»» 1+»/ 2 1—9 + s' 
3it 
' 4 " 



1 intégrant entre 9 = tang — - = — 1 et 6 => tang tt = 
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On obtiendrait le mâme résultat pour l'aire comprise 
entre la branche infinie OD et son asymptote. 



totale comprise entre les branches infinies de la courbe et . 

3a* 
leur asymptote est — ; même aire que celle de la boucle. 



Pfota. — Si l'on eût transformé l'équation du folium et 
celle de son asymptote en posant x = rcastety =r8int, 

on aurait pu se servir de la formule A = - / r'rff pour 
trouver les mêmes résultats; mais le calcul eut été plus 
long. 

16. Épicycloïde dont l'équation est p*=—^ — (fig. 4). 




L'équation étant donnée en fonction du rayon vecteur r et 
de la perpendiculaire/) menée du pôle sur la tangente, trans- 
formons d'abord l'expression générale de l'aire, ^ / t*dt. 
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On saiL aue w = Tirant de là dt et Bub- 

stituant, il vient : 



^/>-î/; 



prdr 



t f r prdr 



Or l'ëquation fournit 



Substituant dans la formule (3), puis intégrant de r, = a 
à r = c, on trouve : 



-(«■-«■)5- 



C'est la moitié de l'aire OAHB. L'aire entière est donc 

c(c*— o'I 



Si de cette aire on retranche celle du secteur OANB ou 
Tcaii, on obtient pour l'aire comprise entre l'épicycioîde et 
le cercle fixe : 

— (5a + 26). 

Si 6 = a, le cercle iîxe et le cercle générateur égaux, la 
courbe devient la cardÀoiàe, dont l'aire, d'après ce qui pré- 
cède, est 6na*. 
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n. Hypocycloîde [fig. S). 

L'équation de la courbe est la même que celle de l'épi- 
cycloïde, mais c, au lieu d'y repréeenter a-\-ib, y repré- 
seote a — 26. 




A cause de cette valeur de c < a, l'aire entière sera 

ou, en remplaçant c par a~^b, 

b 

-(a'— 3ot + 26')ir. 

D'où l'aire comprise entre la courbe et le cercle fixe 
sera : 
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C'est l'aire de l'hypocycloïde dont l'équation est 
p'^ " T 01 x' + S* — a* (fig- 6). 




CHAPITRE Vlll. 

RECTIPICATIOM DES COURBES. 

Soit f{x, J/} ^ l'équation d'une courbe plane rapportée 
à des axes rectangulaires, s représentant un arc de cette 
courbe, le calcul différentiel donne 



i» = V dx' -{- dy\ 
D'où la formule de rectification : 



Xt et X désignant les abscisses des extrémités de l'arc. 
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Soit f{r, t) ^ l'équation d'une courbe plane, rapportée 
à des coordonnées polaires; le calcul différentiel fournit : 



ds — Vi/r' + r'dl*. 
D'où la formule : 



-fV^'-. 



t, et ( étant les angles que forment les rayons vceteurs menés 
aux extrémités de l'arc, avec l'axe polaire. 



Soient f{x, y, z) •= et F(:t, y, s) = les équations 
simultanées d'une courbe gauche rapportée à des axes rec- 
tilignes orthogonaux, le calcul différentiel donne : 



D'où la formule : 



=/V'+Ê)'+(|)'*. 



3, et X étant les ordonnées des extrémités de l'arc. 

Soit le cercle dont l'équation est 3?-\-y* = R*. 

La dérivation de l'équation donne 
dy X X 

dx^ y V/R'-x* 

Donc, formule (1), 
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— — = arc siD - -(- C. 

l/R* — j' ^ 

ea:,^Oàa; = R donne 

^r-^ — \±. 

.1 i/F^r^ï a 



/R' — j' 

L'intégrale prise de x, ^ à j; = R donne pour le quart 
de la circonférence : 



Soit la spirale logarithmique dont l'équation est r = a€". 
Va dérivation fournit : 




On a trouvii : Exercices méthodiques de calcul différentiei, 
«liapilre \1, exemple il, 



^_l^T+^,___ 



Donc l'arc s est égal à la différence des tangentes menées 
par ses extrémités. 
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Soit l'hélice cylindrique dont les équations sont : 

z z 

jc^rsin — et u^rcos — ■ 
ar ^ ar 

En dérivant les équations, on trouvo : 

rfx 1 ï rfu \ . z 

— >_-ros — et — •— 7 — SU) — . 
t/z a ar dz a ar 

et, par l'emploi de la formule (3), 



* ■" / y/ i + -j tos' 1- — sin* — ilz 



Or, a représente la tangente irigonométrique de l'angle 
constant v que forme la courbe avec les génératrices du 
cylindre (Exarciees méthodiques de calcul différeiUiel, cha- 
pitre XVI, exemple). 

Donc 



\ . Cercle dont l'équation polaire est r e— a. 
On trouve : 

■'i =_u / ''' = -^ pour le quart de la circonférence, 
2. Chaînette dont l'équation est !/"=- fe' + e~']- 
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On obtient : 

-/V'+ï('''-'1'""i (^-«i-i'i?^^ 

Dans le chapitre précédent, on a trouvé pour l'aire : 

Donc, en fonctioa de l'arc, 

A 1=3 as. 

3. Cycloïde dont l'équation différentielle est 

Viay — y* 

De ds = Vda? -{- dy', on peut tirer aussi pour expres- 
sion de l'arc : 



-/V' +©'.'»• 



L'emploi de cette formule (1') donne, pour la moitié du 
premier arc de la cycloïde : 



4. Hélice conique dont les équations sont 



\dzl \dzl 
On trouve par la formule (3) : 



«=• / l/T+ëôïg^ di = - 
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5. Parabole semi-cubique dont l'équation est aj/' =• x'. 
On obtient pour l'arc compté à partir du commet : 



6. Parabole ordinaire dont l'équation est y* = ipx. 
En disant usage de la formule (1') donnée dans l'exer- 
cice (3), on trouve pour l'arc commencaut au sommet : 



p,.,.y±}LZ±Z. 



p 2p 2 ^ 

7. Spirale d'Archimède dont l'équation est r — at. 
On obtient pour l'arc compté à partir du pôle : 

'-^f v/i-i-i'rf(-.|ï/r+ii+?iog((+\/r+?). 

8. Ellipse dont l'équation est — + ^ = 1. 

dy b^x 
La dérivation de léquation donne — — • 

(te 0^ 

D'où 



\dxl a'y* a^a* — x'} 
Donc, pour le quart du périmètre de l'ellipse, 

Or, 
^ V ^o>" — i") «^ V o" — i' 
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•^ ▼ a>' — a;') ^ V a' — ar' 

D'autre part, si l'on pose x^asia <f, ce qui peut se 
taire, puisque X est toujours moindre que a, on trouve : 

D'où, en développant l/l — c*sin y par la formule du 
binôme et substituant aux limites o et a de x, les limites 
correspondantes er - de <^, 

s = a I \/\ — e'siii'çrfîi — (il / df — -e* / sin'fdf 

^■^ > n ■ ^ A <■'■* /"^ ■ . , 1 

Les intégrales / sin'^rf'f, / sia'fdf, etc., s'ob- 
tiennent immédiatement par l'un des résultats du dernier 
exercice, chapitre VI, et l'on obtient : 

•=?['-(M-K^^r-s(^«-)'--]^ 

4s pour l'ellipse entière. 



9. Épicycloïde dont l'équation est 



(c = a + 26). 
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Cette équation étant donnée en tbnction de p et de r, il 
s'agit d'abord de transformer l'expression 



rfg=-l/,yr' + rV('. 



N/^+O* 



Tirant de là d^ et substituant, on' obtient : 
D'où la formule : 



y"' rdr 



Or, de t'équatioD de la courbe, on tire 

d'où, pour la moitié de l'arc, 

\/c* — a' /•« rdr c' — a' 46 
« a J y-T—p ^~^ -i<» + t>)- 

8b 
L'arc entier est donc — (a + b). 

Sib=-a, (cardïoïde), on obtient 16a. 
10. Hypocycloïde dont l'équation est 
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Un calcul semblable à celui de l'exercice précédent donne 

pour l'arc entier de la courbe. 

Si i ^ 7, on obtient — . C'est le quart de rhypocycloïde 
4 z 

dont l'équation esta' + y* ^ a». 
11. Loxodrome dont les équations sont : 

et 

\/¥+Y-(f—-'. +r-"-l) - Sa. 

L'emploi des formules de transformation connues : 
xesrsin t rasf, 

1 1= r eos /, 

fournit peur les équations de la courbe rapportée à des 
coordonnées polaires : 



siu I (e-'' -i- e-"?) = 2 • 
et pour l'expression différentielle de l'arc 



rfa^l/rfr' + rVC-f r'sinN.rff". 

En remplaçant dans cette expression r par a, en vertu 
de l'équation (a) et observant que ^ = 0, on trouve pour 
le loxodrome : 
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d<p 1 

L'équalion (p) donne -f — ± — : — 
d( p sin t 



Pour I = jï, l'aire est 



12. Hyperbole dont l'équation est -; — 7-=>i. 
a b* 

Si l'on suit la même marche de calcul que pour l'ellipse 
(exerdce 8), on trouve pour la moitié de l'une des branches 
de la courbe : 



=/-\At;^.. 



J V ^«'(x' — a") J V x'_o' 



Faisant x — , ce qui est permis, puisque x est tou- 
jours plus grand que a, on trouve : 
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et, après avoir développé \/ 1 ~ par ia formule d 



<ie l \/ I ; ^ 

_»..n6,-- + C--|^-.-;y cor,.', 

+5x-«- ?/""'"''■■■] 

Si l'on prend l'intégralo à partir do (p =• qui corres- 
pond à X = a, on a donc : 



V e' cos'? 'Àe 

Quant aux intégrales / cos*xdx, j cos'a:rfiC, etc., 

on les détermine aisément, en faisant successivement 
tn^ 1, 2, 3, etc., dans la formule de réduction : 

/*" . sin f eos'""';; 2m — 1 /'? 
eo.-,,/, +^^y .o.-,J„ 

résultat que l'on tire de la formule (6), exemple VI, cha- 
pitre III, section II, quand on y remplace x par v, it par 
âfl), et que l'on intègre à partir de 0. 
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Nota iti^ortanl. — La rectification de la développée 
d'une courbe connue est une question de calcul différen- 
tiel. Car ceiui-ci fournit le rayon de courbure de la courbe, 
et l'on sait que l'arc compris entre deux points de la déve- 
loppée est égal & la différence des rayons de courbure qui 
correspondent dans la courbeà ces deux points. Ainsi (fîg. 7), 



Kig. 1. 

les rayons de courbure de l'ellipse, aux deux sommets A et B 

(>' a' 
sont - et V ■ 

a b 

Donc la longueur du quart de la développée est 

£_^' «'~^'' 
h u ab ' 

Ainsi encore, les rayons de courbure de la cycloïde 




aux extrémités et B (fig. 8) de la première moitié de 
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l'arc sont et 4a. Donc la longueur de la moitié de la 
développée est 4a. Ce qui devait être, puisque l'on sait que 
la dérà^pée de la cycloïde est une autre cycloïde, iden- 
tique à la première. 



CHAPITRE IX. 



Section I. — Cubature des corps de révolution. 

Soit y = f(x) l'équation d'une courbe plane rapportée à 
des axes rectangulaires. 

Le volume V du corps engendré par la révolution, autour 
de l'axe des x, d'un segment compris entre un arc quel- 
conque de la courbe, l'axe des abscisses et les ordonnées 
des extrémités de l'arc, a pour expression : 

x^ et X étant les abscisses des extrémités de l'arc. 



Soit l'ellipse dont l'équatioo est 

Si l'on prend pour segment générateur le quart de la 
surface de l'ellipse, l'emploi de la fonnule donne pour la 
moitié du volume do l'ellipsoïde de révolution : 

V-=T- / {a^ — x')dx. 
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Or. 

y (a' — x')ils = a'x — ^ + G. 



/■'"■- 



r')rfx = 



4 

1^ volume, entier de l'ellipsoïde est donc - nobV 



1 , Soit la droite dont l'équation est j/ -> ax. 

Le segment générateur, dont le c6té supérieur est une 
porUon quelconque de la droite, devient un trapèze dont 
la révolution autour de l'axe des x engendre un tronc de 
cône. 



volume du tronc de cône. 
Pour a;, = 0, ya = (i, V = Ttj/'XTa:, volume du cône, 

3. Soit la parabole dont l'équation est y* = 'ipx. 
On a 

V '^ r.ip / xdx t= irx*.p = - ry'. x , 

pour le volume du paraboloïde de révolution compris 
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eatre le sommet et le plan parallèle à c«lui des YZ et 
distant de l'origine de x. 






3, Soit l'hyperbole dont l'équaclon est — — «^ ^* 

On obtient pour le volume de l'hyperboloïde dé révolu- 
tion compris entre le sommet et le plan perpendiculaire à 
l'axe des ic et à la distance x de l'origine : 

4 
Pour X = 2o, le volume est -Ttfl/»', ou le même que celui 

<Ie l'ellipsoïde engendré par la moitié de la surface d'une 
ellipse qui aurait pour axes les axes de l'hyperbole. 

4. Corps engendré par la révolution d'un segment circu- 
laire autour du diamètre du cercle parallèle à la corde du 
segment. 

Soit pris le centre pour origine, et, pour axe des X, le 



J/ 




^ 




/ 






) 





- 







diamètre DD' parallèle à| la corde CC du segment (lig. 9). 
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Par les poiats A et M de l'arc du segment, menons les 
ordonnées AQ et MP qui rencontrent CC' aux points B et N, 
puis posons : 

DD' — SR, ce — 2a, MP — y, NP = Y, 
OQ— lo et OP = a:. 

Le volume engendré par AMPQ est 
JT / y*dx. 

Le volume engendré par BNPQ est 

Donc te volume engendré par AHNB, différence des pré- 
cédents, est 

Or / = R' — a;* et If -= R' — a', donc 
\ = T f"^(a} — x')dx. 

L'inlégration effectuée, de x^ — O à x = a, donne pour 

2 

la moitié du volume cherché gïtû ; donc le volume entier 

4 
est -na^ C'est le volume de la sphère de rayon a. 

4 
Pour a = R, on trouve -i:R', volume de la sphère de 

rayon R, 

Le volume engendré par la révolution du trapèze curvi- 
ligne DCC'D' est, par suite, 

Jmh--«'). 
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5. Volume du tore ou de l'anneau engendré par la révo- 
lution d'un cercle autour d'une droite située dans son plan. 




Fig. 10. 

Soit pris pour axe des x la droite autour de laquelle la 
révolution s'accomplit, et, pour axe des y, une perpendi- 
culaire à cette droite (fig. 10). 

L'équation du cercle sera : 



(X 



f + is- 



Si l'on emploie la même notation et la même marche de 
calcul que dans l'exercice qui précède, on trouve : 



= e-{-l^R'— {X — «; 



et, pour le volume engendré par AHNB, 

V = 4ïf f' l/R'— (X — B)*dx. 

Mais on trouverait pour expression de l'aire AHNB : 
2 f' VR' — (X — «)» dx. 

D'oïl le volume du tore est égal à l'aire du cercle généra- 
teur multipliée par 2tc3 ou la circonférence décrite par le 
centre. C'est le résultat donné par )a statiqui 
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6. Volume engendré par la révolution de la conchoïde 
autour (le son asymptote. 

y 



Fig. 11.- 

La courbe rapportée à son ase, pris comme axe des y, et 
à son asymptote, prise comme axe des x (lig. 11), a pour 
équation : ____^ 



D'oïl, par diiférentlatlon, 



«'■■ + !/' 



rf,. 



Substituant cette expression de dx dans la formule et 
remarquant qu'aux limites a;, = et j; = oo correspondent 
celles y„ '= 6 et y ■= 0, on trouve pour la moitié du volume 
cherché : 

Le volume enller est donc r.b'la- -f- — ) • 
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7. Volume formé par la révolution de la cycioïde autour 
de l'axe des x. 
L'équation différentielle de la courbe est 



l/2ay — y' 
La substitution de cette expression de dx dans la for- 
mule, fournil pour la moitié du volume cberché : 






fdy 



Or (exercice 16, chapitre III, section II), 



A 



s'ils 



-^^=F=7(ï+^ + ^) 



B 3 a' 



Volume entier : Stï^o*. 

8. Volume engendré par la révolution de la straniera 
autour de son asymptote, 

La courbe rapportée à son axe et à son asymptote, prise 
comme axe des x, a pour équation : 



xy "•= 2a \/2oy — y'. 

^dy. 



la formul 



Par substitution dans la formule, on trouve pour la moi- 
tié du volume cherché : 



Vtaij~y' J l/2ay— j' 

9 
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9. Volume engendré par la révolution de la cissoïde 
autour de son asymptote. 
L'équation de la courbe, quand od prend son axe pour 

axe des y et soo asymptote pour axe des x, est 

x^y = (2a - t,)'. 
On tire de cette équation : 



.y' 

et, par substitution dans la formule, on trouve pour la 
moitié du volume cherché : 



Section II. — Cubaiwre des corps de forme quelconque. 

Quand la surface du corps est rapportée à des coor- 
données rectilignes orthogonales, si l'on peut obtenir, sans 
intégration et en fonction de x, l'aire u de la section laite 
dans le corps par un plan perdendiculaire â l'ase des x à 
une distance x de l'origine, l'expression du volume V est 

y^f'vdx (i) 



Si l'on ne peut obtenir l'aire u sans intégration, ii feudra 
d'abord chercher cette aire par la formule 



"=/'* 



z étant donné par l'équation de la surface et l'intégration 
effectuée en considérant x comme constant. 
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Plus généralement, on a : 

V= rf'fdxdydt, 

ou, en intégrant d'abord par rapporta z, à partir de 2 = 0, 

y=JJ\dxdy (5) 

D'où l'on tire facilemenl la formule (1). 

Nota. — Il est aisé de voir par quelles formules il fau- 
drait remplacer les formules (1) et (2), si l'on cherchait 
d'abord l'aire de la section feite dans le corps par un plan 
perpendiculaire, soit à l'axe des y, soit à l'axe des z, aux 
distances j/ et s de l'origine. 

El«>iplc !• 

Soit à chercher le volume de l'ellipsoïde dont i'ëqualion 



La section foite dans le corps, par un plan perpendicu- 
laire à l'ase des x et à la distance x de l'origine, est une 
ellipse dont l'équation est 



:+—, — :^-'- 



Or l'aire de l'ellipse est égale à n multiplié par le pro- 
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duit (les demi-axes, donc l'ellipse de section a pour aire 
u = Tzbcii ;), et l'emploi de la formule (1) donne : 



■'"/' 



]_ ,7r. 



L'intégration, efTecluéo entre les limites a:,, =■ et a: = o, 

2 
fournit -Ttabc pour la moitié du volume. Le volume de 

4 
l'ellipsoïde est donc ^ nabc. 



Exemple II. 

Soit à calculer le volume du corps compris entrele plan 
des xy; le paraboloïde hyperbolique dont l'équation est 
z ^ axy ; deux plans perpendiculaires à Taxe des x, aux 
dislances Xt et X de l'origine ; et deux plans perpendiculaires 
à l'axe des y, aux distances y„ et Y de l'origine. 

Cherchons d'abord l'aire u de la section faite dans le corps 
par un plan perpendiculaire à l'axe des x et à la distance x 
de l'origine. 

L'équation du paraboloïde étant z — axy, on aura par la 
formule {2) : 



tt^ax/ i/dy. 



et, en substituant dans la formule (1), 

s 
xdx. 



5"<^- -■'•'/ 
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L'intégration effectuée, on trouve : 

V=la(Y,-.vî)(X.-. 
Ce résultat peut s'écrire : 



ou, en représentant, en vertu de l'équation du paraboloîde, 
aXY par Z, oXyo par Z', 

aYx, par Z" et «jr^yo par Z'", 

v-,x-,.)(v-v.i. '+''+;"+'- . 

Le volume est donc égal à la base (X — Xd)(V — ya) du 
corps multipliée par la moyenne arithmétique des distances 
de ses qualre sommets supérieurs au plan des xy. 

exemple lll. 

Cherchons le volume de la portion de cylindre droit dont 
la base est le cercle (3; — «)* + (!/ — PJ' = R' et qui ^t 
comprise entre le plan xy et le paraboloîde elliptique 
a = ax" + bj^. 

On obtiendra d'abord pour l'aire d'une section faite dans 
le solide par un plan perpendiculaire à l'axe des x, à une 
distance x de l'origine : 



u^J^\ax^-\-by^)iiy, 



puisen intégrant entre les limites 1/0= P — V/ R' — (a; — a)' 
et y = 3 -J- 1/ R* — (x — a)* fournies par l'équalion du 
cercle : 



»=2ai' K/K'—\x—if-\ [5p' + R'— (»— «}'] 1/R'— (x — k}^ 
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D'où 

\ = 'ia j ' x*W—{x — <>fdx 

+ Ïy ^ ^^^ + R* - (I - a)'] V/R'-lx-a)' ^X , 

les limites étant a;, = a — R et j; = a -|- R. 

Pour effectuer les intégrations, posons d'abord a: — (x=/, 
ce qui donne dX'=iU et, pour limites, iCû = — R et 
x= -J- R. On aura : 

/+R , 

(i + «)VK' — ('(/( 

-R 

26 /•+R . 

4- -=■ / (3p' + R' — (') l/it' — i' (/(. 

-R 

Cette nouvelle e&pressîon de V renferme les trois inté- 
grales : 

/'+ R /■-<- R , /*-*- R 

j'I/H'— f'til, / tl/R'— (M( et / 1/R' — ï»(Ù. 

— R — R — R 

Pour les déterminer, on multipliera et on divisera chacune 
d'elles, sous le signe, par I/R' — (*, puis on appliquera la 
formule de réduction 

formule que l'on obtient en remplaçant x par l et a par R 

dans le résultat trouvé exemple 111, chapitre 111, section II. 

Le calcul donne pour valeurs respectives des trois inté- 
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■V' + i 



C'est le volume d'un cylindre de même base que celui de 
l'énoacé et qui aurait pour hauteur l'ordonnée du para- 
boloïde correspondante à 



1. Volume du parabololde elliptique dont l'équation 

L'aire de la section faite dans le paraboloïde, par un plan 
perpendiculaire à son axe et à une distance x du sommet, 
se trouve sans intégration. Elle est 

« = 2?: \/pqx, 

et l'on obtient pour la portion du paraboloïde comprise 
entre le sommet et le plan sécant : 

2. Volume de l'hyperboloïde à une nappe dont l'équation 



On trouve, sans intégration, que l'aire de la section faite 
dans l'hyperboloïde par un plan perpendiculaire à l'aie 
des 2 et à la distance z du centre, est 
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et en substituant cette expression de u dans la formule 
appropriée 

on obUent pour ia portion de l'hyperboloïde comprise 
entre le plan des xy et le plan sécant : 



3. Volume de l'une des nappes de l'hyperboloïde dont 
l'équation est 

X* y* î' 
u' b' c* 

Sans intégration, on trouve que l'aire de la section faite 
dans l'hyperboloïde par un plan perpendiculaire à l'axe 
des 2 et à une distance z de l'origine, plus grande que c, 



et l'on obtient pour la portion de nappe comprise entre le 
sommet de celle-ci et le plan sécant : 



-/%-' 



'+ ' 



ellipsoïde qui aurait, pour axes, les axes de l'hyperboloïde. 

4. Volume commun à deux cylindres circulaires droits, 
de rayons égaux, et dont les axes se coupent à angles droits. 

Soient j:* + / = a' et a,' + 2* ==■ a' les équations des 
cylindres. 

Si l'on prend pour origine de coordonnées rectilignes 
orthogonales le point de rencontre des axes et ceux-ci pour 
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axes des y et des z (fig. 12), la projection du volume sera le 
carré ABCD et la section faite dans le corps par un plan 



A 






B 




r 


{' 






1 ' 


\ 
















c 



Fin. KX 

perpendiculaire à i'ase des x, et à la distance x de l'origine, 
sera, en grandeur et en projection, le carré obcâ. 

L'aire de ahci est 4j/? ou 4 (a' — a;'), en vertu des équa< 
tions des cylindres. 

Donc, pour la moitié du volume cherché, on aura 



/*" 8a' 



et, pour volume total, -^ • 

5. Volume du corps compris entre le rectangle OADB 
(fig. 13), les triangles rectangles OAC et OBC dont les plans 
sont perpendiculaires à celui du rectangle, et la quatrième 
foce ACBD formée d'une suite continue de lignes droites 
telles que MN menées de AC à BD, parallèlement à 6C. 

Prenons comme origine et OA, OB et OC comme axes 
desx, des ^ et des %. 

Menons HP, perpendiculaire sur OA et tirons NP. 

Le triangle MNP sera une section faite dans le corps 
perpendiculairement à l'axe des x. 
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Posons OA = 0, OB = b, OC « c, OP = a: et MP = 




L'aire u du triangle MNP est - ou, les triangles sem- 
blables ACO et AMP fournissant a =. -(a — x), 
a 

bc 
Le volume cherché est donc 



!=- / (u-x ,lx = ~- 
2a./ i 



6. Volume du corps ABCD (fig. 14), retranché d'un cylin- 
dre circulaire droit dont l'équation est ar' -|- y' = o', par un 
plan passant par le centre de la base et faisant avec cette 
base l'angle <x. 
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Prenons comme origine, la trace BC àa plan sécant 
comme axe des y, l'axe du cylindre comme axe des z et OA, 
perpendiculaire à BC, comme iixe des x. 




Fig. U. 

La section faite dans le corps, par un plan perpendicu- 
laire à l'axe des :; et à une distance OP de l'origine, sera un 
rectangle ËFNH. 

Posant 0P = 3:, NP — ;/, MN'=^i, l'aire u de ce rectangle 
sera ^yx. 

Or - = lang a, d'od z^x tang a ; et, de l'équation du 

cylindre, on tire y — l^o' — x*. Donc 

Par suite, le volume cherché est 

/" > / , 2 , 

V => 2 Ung ai X K II" — x' dx = - tt* lang a. 
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7. Volume commun au paraboloïde de révolution et au 
cylindre circulaire droit dont les équations sont respecti- 
vement : 

y' -j- ï' r= tai et a;' -f- y' =. 2ar. 

L'aire de la section faite dans ie solide commun par un 
plan perpendiculaire à l'axe des o^ et à la distance X de 
l'origine est 

M=2 / Viax — y* dy 

EfTectuantrintégrationentre les limites y ==-f-l^2dx — x* 
et j/s = — l/2ar — a:' fournies par l'équation du cylindre, 
on obtient : 

K^Sox.arcsin V/ 1- ix l/4o* — x\ 

' 4a 

Par suite, 
V=y Sox.apc sio \/ — p^ + 2a; l/*a' — a:' rf* 



8. Volume commun à la sphère et au cylindre circulaire 
droit dont les équations sont respectivement 

^' + y' + ** = "' et ^* + y* = a^- 

Pour calculer le volume, on pourrait suivre la marche 
ordinaire; mais, pour éviter des intégrations laborieuses, 
rapportons les surfaces à des coordonnées polaires en 
posant a; — ■ r cos I et y = r sin (. 

Les équations de la sphère et du cylindre deviennent ; 

r* -\-z^ = a* et r* ^ ar cos (, 
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D'autre part, la formule (3), V =fjs dxdy devient : 



r 



car il est démontré, dans les cours, que dxdy ■= rdrdt. 
Le quart du volume cherché est 



CHAPITRE X. 

QUADRATURES. 

Section I. — Quadrature des surfaces de révolution. 

Soit y^f{x] l'équation d'une courbe plane rapportée 
à des axes rectangulaires. 

La surface S engendrée par un arc quelconque de la 
courbe tournant autour de l'axe des x a pour expression : 

JT, et X élant les abscisses des extrémités de l'arc. 
Cette formule peut s'écrire : 



li^r^di. 



s=2./- 



Ni/x, 
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S — 3ir / yséc adx , 

(te représentact la différentielle de l'arc; N, la normale en 
un point quelconque de l'nrc ; et a, l'angle que la tangente 
menée par tel point de l'arc, fait avec l'axe des x. 



Cherchons la surface engendrée par la révolution, autour 
le l'axe des x, de l'ellipse dont l'équation est 

^ + f-!-l. ou y* = ^(a'-I«). 

De l'équation, on tire : 

dx d'y 

Par suite, 



V'Ati'- '-:::'^'- - ■ ■ c 



6WV— aV + 6V 
a'i, 

Cela posé, supposons d'abord a > i, c'est-à-dire l'ellipse 
tournant autour de son grand axe. 
L'expression précédente pourra s'écrire : 

bVa'-(a'—b']x 



., en posant a* — fc* ■= aV, 



Lile, ! 
cher 



L'emploi de la formule, sous sa première forme, donne 
pour la moitié de l'aire cherchée : 
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Or, 



/i /-; r-î . ^ . /—z :-: a' ^3: 

I/o' — eV rfï = - Va' — c'a' H — arc sin — f- C. 

D'où 

Par substitution, on trouve : 



arc sin e 
2 ~e 



.. , . nrcsiD e 



L'aire totale de l'ellipsoïde est donc 
2»t6' + 2jro6 ■ ^liflHi 



Supposons, en second lieu, a < ^, c'est-à-dire l'ellipse 
tournant autour de son petit axe. 
Dans ce cas, l'expresston (1) s'écrira : 



\/^W= 



61/«'+(6' — o")i' 



En posant (»• — a' = 6'e*, on aura : 



La moitié de l'aire de l'ellipsoïde est donc 
S = 2s- - /"Va' + ft'eVda;. 
Mais, 



■^ i^qr^v?4--^icg ^ ^,-^ + C. 



fcea; -f- l/a* -f 6'eV 
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D'OÙ 



/' 



l/«' + 6'eVrf« = !^ + ^logHt+e] 



La substitution donne : 

S = «Ji» + TO' 

L'aire totale est, par conséquent, 



Dans les deux cas, il est facile de trouver que, si h = a, 
les expressions finales donnent ina', aire de la sphère. 



i. Génératrice de la surface : droile parallèle à i'axe 
desx, y = ii. 

La foiTOule S = 2ir / 'siJx 

donne immédiatement, puisque N = K, 

S = âTrR / ^rfx = SjtR (x — Xol. 

La surface du cylindre engendré est donc égale à la circon- 
férence de la base, 2itR, multipliée par la hauteur, x — x„. 

2. Génératrice : droite passant par l'origine, y ^= ax. 
L'emploi de la formule sous sa première forme donne, 
en intégrant à partir de Xo = 0, 
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y 



OU, en remplaçant a par 



L'aire du cane engendré est donc égale à la circonférence 

i , 

de la base, âni/, multipliée par la moitié du cdté,-l/a^-|- jf*. 



3. Génératrice : circonférence dont l'équation est 

Dans le cercle, N — R. Donc la formule, sous sa troisième 
forme, donne immédiatement 

S = 9^R j dx = 2«R (j; — a-„). 

C'est l'aire de la zone : circonférence d'un grand cercle 
multipliée par la hauteur de la zone. 

En intégrant de a:,, = — R à a; ^ + R, on trouve pour 
aire de la sphère ; 

4tR', 

quatre fois l'aire d'un grand cercle. 

4. Génératrice: la tmctrice, dont l'équation différentielle 



cl*- 


ï 








Ite 1/ 


«■-S- 




D'une part. 






= 






\A7 


(1) 


a 




V^--y' 


D'autre par 


, l'équation d» 


la 


ourbe donne 




■^ 


^''^y- 
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Substituant dans la formule primitive et remarquant 
qu'aux limites a;„ =- et j: .= oo correspondent les limites 
j/( 1= a et y = 0, on obtient 

S 2»a /""rfy = 2ira f" ,iy = ga-a», 

deux fois l'aire du cercle dont la tangente constante serait 
le rayon. 

B. Génératrice : la cycloïde, dont l'éqnation différentielle 



Pour la moitié de l'aire, on trouve : 






6. Génératrice ; Chaînette dont l'équation est 

»-î(.-+«-^)- 

On a trouvé. Exercices méthodiques de caletU différentiel, 
chapitre XI, exercice 15, 

Donc, en vertu de l'équation de la courbe, 
et, par emploi de la formule, troisième forme, 

-ï/"('-+-)'-4P-'"-)H- 
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7, Génératrice : Parabole dont l'équation est y* ^ "ipx. 

On obtient pour la portion de surface du paraboloïde de 
révolution comprise entre le sommet et un plan perpendi- 
culaire à l'ase des :e et ù une dislance x du sommet : 



8. Génératrice : Hyperbole dont l'équation est— — Ti^'l- 

En opérant comme plus haut, dans l'application à l'ellipse, 
posant dans le cours du calcul a* -}- fc' = aV, puis intégrant 
entre a et x, c'est-à-dire en ne considérant que la nappe de 
l'hyperboloïde de révolution située du côté des x positifs, 
on trouve pour la portion de cette nappe comprise entre le 
sommet et un plan perpendiculaire à l'axe des x, à la dis- 
tance a: de l'origine, 




s=-.«-Uv^ 



9. Génératrice ; Hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes et dont l'équation est x}f = }?. 
La formule, sous sa quatrième forme, fournit : 



S = 2)tfc»/" SI 



Or, de l'équation de la courbe, on tire : 



dy k* 
,aDg« ^--; 
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Gt, par suite. 



(unga)' 



log a; ^ log ft — - log lang «. 



Dilférentiant la dernière égalité, on trouve : 
dx i d(c 



remplaçant les limites Xe et x par leurs correspondantes 
Ou et a, on obiient : 



S 
Mais 



—■ — T«' / -~ = tK" / 

ï/ sin a eos a ^ sio a cos* a 

/' da \ a 

Pin a COS' a eos « ' " ^ 2 ' 



D'où 

s = rk* [ \- log tang - — log tang ^ ■ 

\cos ao eos a 2 i/ 

Section 11. — Quadrature des surfaces quelconques. 

Soit z = f(x, y] l'équation de la surface d'un solide, 
rapportée à des axes rectilignes orthogonaux. 

Si l'on peut, sans intégration, obtenir en fonction de x 
le périmètre / d'une section faite dans la surface par un 
plan perpendiculaire à l'axe des x, et que s soit l'arc de la 
courbe plane que l'on obtient en coupant la surface par un 
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autre pian perpendiculaire à celui de la première section, 
l'expression de la surface est 



s -/'«.. 



Si l'on ne peut obtenir / sans intégration, il faudra 
recourir à la formule plus générale 



-/'-/'NA^^iMir"» 



Étant donnés une sphère et un cylindre circulaire droit 
dont les équations sont 

«t' + y*+ï' = a' et a:' + .v* = oa:. 

calculer la surface de la portion de cylindre contenue dans 
la sphère. 




Fig. IB. 
Si l'on coupe la sur&ce par un plan perpendlculai 
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\'ay.e des x, à la distance x de l'origine (fig. IS), le quart du 

périmètre de la section est visiblement : 



et, eu vertu des équations de la sphère et du cylindre, 

t=z=.Va* - :r' - j,' = l/a (a - x). 

D'autre part, en coupant la surface par le plan 3 = 0, 
perpendiculaire à celui de la première section, on obtient 
la circonférence de la base du cylindre dont l'arc s a pour 
différentielle 

arfx 



2V/a:i«-:r) 



Substituant, dans la formule (1), les expressions de l et 
de (Is, il vient pour le quart de la surhce cherchée : 



î z^" dx 

"/ 2Ï71 



Soit la surface conique dont l'équation est s* = ixy. 
De l'équation de la surface, on tire : 

dz y dt X 
dx z dy z 



v^^ww-m 



En intégrant à partir de jr^^O et i/« = 0, la formule (2) 
donne : 



.f'd,f' 
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f vé/'-^xf ""■''+ Vf J "''' 

Donc 

1 Z*^. / — 2v' /^^ f'j; 2 . , 

s-j,./ l/S -(. + -!-/— =gx^/5ï^ 



\. Calculer, au moyen de la formule (2), la surface de la 
sphère dont l'équation est a:' + ^* + a* = R". 
On trouve pour le huitième de la sphère : 



S = R /" i\x r^ ' 



2. Étant donné le paraboloïde de révolution dont l'équa- 
tion est 

calculer, au moyen de la formule (1), la surface de la portion 
de ce solide, comprise entre le sommet et un plan perpen- 
diculaire à l'axe des x, mené à la distance x de l'origine. 
On obtiendra pour le quart de la portion du solide : 



.l.l/p[,p 
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3. Chercher la surface du solide dont on a calculé le 
volume, au chapitre précédent, section II, exercice 4. 

Cherchons d'abord la partie de la surface qui se projette 
dans le triangle OBC, c'est-à-dire le huitième de la surface 
totale. 

Le périmètre de la section faite perpendiculairement à 
Taxe des x, à la distance x de l'origine, se réduit ici 
à/ = frc = 2a; = 2»/a' — ar*. 

D'autre part, le plan z — 0, perpendiculaire S celui de la 
première section, coupe la surface suivant la circonférence 

j.*-j- y* c=- a*, dontl'arcg a pour différentielle :fh^ 



l,a formule (1) donne : 



s_,«/', 



La surface totale cherchée est donc 16(i'. 

4. Calculer fa surface convexe du solide dont on a déter- 
miné le volume, chapitre IX, section II, exercice 6. 

Le périmètre de la section faite dans la surface, par un 
plan perpendiculaire à l'axe des a; et à la distance OP = x 
de l'origine, est l — 2MN = Ss = 2a; tang a. 

En second lieu, le plan 2 =° 0, perpendiculaire à celui de 
la première section, coupe la surface suivant la circon- 
férence x' + j' = a*, dont l'arc s a pour différentielle : 
. adx 



La formule (1) donne donc, 

/" xdx ^ . 

■ - = 4a' tang «, 

5. Les données étant les mêmes que dans l'exemple 1 qui 
précède ces exercices, calculer la portion de surface de la 
sphère intercepta par le cylindre. 
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La formule (2) écrite sous la forme 

devient dans la question présente : 

'a Vo 
Transformons les équations des surfaces et l'expression 
de S en coordonnées polaires. Pour ce, posons ; 
x = rco3l et y = rsinl. 
Lee équations de la sphère et du cylindre deviennent 

r' -j- ï* ^ a' et r' ^ or cos ( ; 
et 

S = a /' /"^— '^--. 

En effectuant l'une des intégrations entre les limites 
r, = et r=' a cos t, fournies par l'équation du cylindre; et 
l'autre, enire les limites U^Q et I = -, on trouve pour le 

2 

quart de la surface cherchée ; 

S_« /'~'d,/""'"-J±-.ia-{r-i). 
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CHAPITRE XI. 

INTÉGRATION DES PONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 

Soil à intégrer une expression de la forme 

HUx + Ndy, 

H et N étant des fonctions des variables indépendantes^ et j/. 

Pour que telle expression soit intégrable, il faut que 

rfM rfN 

di/ dx 

A la condition que cette identité ait lieu, on obtient pour 
l'intégrale cherchée : 

//>! d . ffAdx\ 

«■''+/('<- ^)''s + o,. (.) 

ou 

u^ytidy+yiii — J^y^^^c. . (2j 

Ne point perdre de vue que les intégrations par rapport 
à X doivent être effectuées en considérant y comme constant ; 
et les intégrations par rapport à y, en regardant x comme 
constant. 

Procédé d^abrévialion. — On abrège souvent le calcul en 
procédant comme suit : 

Si l'on emploie la formule (i), n'ajouter à l'intégrale de 
Mtîx que celle des termes de Ndi/ qui ne renferment point x; 
si l'on feit usage de la formule (2), n'ajouter à l'intégrale de 
JSdy que celle des termes de ÎHdx qui ne contiennent 
point y. 
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Soit à intégrer une expression de la forme 

mx-{-îidy + Pdz, 

M, N et P étant des fonctions des trois variables indépen- 
dantes X, y et X. 
Une expression de la sorte n'est intégrable que si l'on a : 

rfM rfN dN rfP dP _ rfM 

dy dx dz dy dx dz 

Étant admis que ces identit^is aient lieu, l'intégrale 
cherchée est 



— +/(-ë)-- 



(3) 



■ dans laquelle « représente l'intégrale de Mttr + Nrfy trouvée 
comme précédemment. 

Observer sans cesse dans le calcul que les intégrations par 
rapport à x, celles par rapport à ^ et celles par rapport à z, 
doivent être effectuées en considérant respectivement!/ et s, 
a; et ï, j; et y, comme constanls. 

Procédé cCabréviaiion. — Intégrer Mdx, puis les termes 
de Nf/^ qui ne renferment point x, puis les termes de Pfb 
qui ne contiennent ni x, ni y, et additionner les résultats 
des trois intégrations. 

Si l'on a intérêt à effectuer les trois intégrations partielles 
dans un autre ordre, il est facile de voir comment il faut 
modifier le procédé qui, dans le cas de trois variables, doit 
être essayé d'abord, tant il peut abréger le calcul. 



D'après ce qui précède, on formulera aisément, et le 
procédé normal, et le procédé d'abréviation qu'il faut 
suivre dans l'intégration d'expressions différentielles de 
quatre variables indépendantes, de cinq, etc. 
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Exemple 1. 

Soit à intégrer l'eipression 

(a + .", , ) dx + {b4- * ] du, 

dans laquelle 

M^a+ " et N-6 + --^-. 

Puisque H n'est fonction que de ±c et N que de p, on a 
évidemment : 

dM dJi 

dy (tx 

Pour la même raison, les formules (1) et (2) se fondent 
dans une seule : 



u~J'mx+J'my + C 



D'oti, int^ration immédiate : 

t,=ax + arctangnx-f-6y + logC(y + l/|-{-j'). 

EiciBpte ■■• 

Soit 

{ydx — xdy). 



On a : 

M * et M — ~ 

t/l/x' + y' y»l/I^ 

et, par suite, 

m_ X x* + iy* _dH 
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D'autre part, puisque N n'est pas indépendant de x, 

d.fMdx 
N i- .= f>. 

La formule (1) devient donc simplement 



et l'intégrale cherchée est 
1 /* xdx 
yj {/x* + y' 






L'intégrale des termes de Nrij/ qui ne renferment point x 
«t 

I 

Donc, procédé d'abréviation suivi, 
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L i'-9i'J L ('-»'J ' 

On trouve successivement : 

tly (a: — ./)' dx ' 

-=.y(-l+4)//t,=3y. 
Donc, formule (1) : 

J-— y ' ^ ' ' 

011 

w = ^ L. 

a: — y 



(iBDg t/ + 2 cos x) rfjr -(- I — ; langï — 4y]dy 



(/M I d^ 

dy vos' y dx 

dy _l_ dp 

dz cos' z dy 

dP dil 

dx dz 
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Le procédé d'abréviation fournit ; 
' Hdx ^ X lang y + z sin x ; 



/m, 

/ 



{— tang î — 4y) rfy = — y tang z — iy'; 



J\+i]dz = 



L'intégrale cherchée est donc : 

t) = X ti.Dg y — y{iy + tang z) + z(i+ sin x). 



Riemplo Tl. 



Ix (x-yï)'J ^ly^ix-yzfj ^ \_z (x-j,j)'J 

Oo trouve : 

dM ixyz rfN 

(ly (x — yz)' dx 

dN 2x'y _ riP 

(/ï (a: — jî)* dy 
et 

dP y\x+y )_dM 

dx (x — yzf dz 

Si l'on cherche d'abord l'intégrale de Mdx + Hdy au 
moyen de la formule (1), on obtient ; 



La formule (3) donne ensuite : 



" Z ' x~yz ' 
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■"-n- , , +»rcunB , , ' +C 



3. [i(o'+j')+s(6 + !,)l,/i+[i|l + 3!,)+j(j"- „')]dj. 



°~''\4 + 2) + '''' + '' + ""' 



+ C. 



4. Itangy- 



,Uj+ L-otga^H ^ 



u = X tang y + y colg 3- + arc sin - + C. 



x^ + f/l 
x+l 






- + arc lang - + log - 
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xdx + ydy ydx — xdy 
Vx'-j-y' X -rs 

u -^ l^x' + y* + arc tang - + / -J. c. 



-{x'ây — t^dx). 



7. + '^- 



X séc y -^ y séc z -^ z sée X -{- C. 






•' + { 



, X + V x* -{■ a* I ri — b \ 
11 . {2a'i — yz*) dar — (xa* — 36y*) (/y — z*{Zxy -\- iz) dz. 



.„ xdx-\-ydtj-{-zdz zdx — xdz dz 

13. ;; f- - , , ;+aPC8inS. 



1/7 + 7 + 



: + arc lang (- -{arcsiojï)*+ C. 
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V = - ^ —. + 2 log xyz + C. 



Comme suite à ces exercices, nous engageons les élèves 
à intégrer les expressions dilférenlielles trouvées chapitre II 
des Exerdces mélkodiqves de calcul différentiel. 



CHAPITRE XII. 

INTÉGRATION DES ËOtATlONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE, 
A DEUX VARIABLES. 

Section I. — Éqvations dans lesquelles la dérivée 
est dv premier degré. 

Les équations dont il s'agit peuvent être mises sous la 
forme : 

Mrfa: + Ndy=0 ou lS-^ + M-=0, 

H et N étant des fonctions des variables x et y. 
Trois cas principaux d'intégration : 



Si H n'est fonction que de d: et N de y, les variables sont 
dites séparées et l'intégrale de l'équation est 



fuds + Cwy = C. 
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Peuvent se ramener à ce cas : 
i" Les équations de la forme 

f{x] f , (y)dx + f, {x) + (s) rfy = 0. 

Car en divisant les deux membres par f, {x) . ^i (y), on 
trouve ; 

2* Les équations homogènes, c'est-à-dire celles' dans 
lesquelles M et N sont des fonctions homogènes et de même 
degré de x et dey. 

La séparation des variables s'obtient en posant y = xt, 
t étant une nouvelle variable. 

Au nombre des équations homogènes comptons celles 
qui ne l'étant pas d'abord, peuvent le devenir par certains 
procédés. 

Soit l'équation T— — ,4-- — î— - = 0, dans laquelle les 

1 + a' 1 + r 

variables sont séparées. L'intégrale est 

ou en remplaçant C par arc tang C, 

arc tanj; x •\- arc tang y = arc tang C, 

ou encore, 

x-\-y 

arc tang =• arc tang G. 

i — xy 
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sacMf l« II. 

Soit l'équation 

{X* + a') (y' + (.»J dx + (x' - £.■) (y* - 6") dy = U. 

La division des deux membres par (jr* — «*) (jf* + 6*) 
donne, variables séparées, 

X* + a' v' — ''" 

— ^dx + Vr-n-'y-o. 

ir'_a' i/' + t' 

ou 

Sous celte forme, l'équation fournit facilement pour 
int^rale : 



ExcBÉple III. 

Soit l'équation homogène 

xdy — ydx ^ \/y* — x* dx. 

Si l'on pose, y = xl, d'où dy = xdt -\- tdx, l'équation 
devient : 



X {xdt + Idx) — lxdx = l/(V — x'rfx, 
puis, en divisant par x et réduisant : 
xdt = l/l'— 1 dx. 



D'où 



Jx rf( 
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L'intégrale est 

log X — log (( + l/('-l) + log C, 
ou 

Op, i=--, donc 

X 

c jc ^ V a:' 

Celte équation, rendue rationnelle, donne pour forme la 
plus simple de l'intégrale : 

x' = C(2y— C). 

Soit l'équation 

(5x — 4y — 7) rfj; + (3a; + 3y - 12) dv = 0. 
Pour la rendre homogène, posons d'abord 
a; — x' + « et y^y--\-p, 

x' et y' étant de nouvelles variables; a et p des constantes à 
déterminer. 
L'équation devient 
(5a:-— lï' + Ba— 4p-7)(fx'+{2x' + 5/-}-2«+3p— l2)(/y'=0, 

Posons ensuite 

jS„_4p-7 = i), ^,^^ _^ ^^ ^,^ 
( 2» + 3p — 12 = 0, 
et nous trouvons : 

(5i' — iy') dx- -f- {2x' + ^') dy' = , 
équation bomogène. 
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Faisons donc y' = x't, et, la séparalion des v^inbles 
effectuée, l'équation devient : 

x' "*" 31' — 2( 4- 5 ^ ' 

OU 

dx' 1 [6t — 2)<ft 3rfl 

■^"^2 51' — 21 4-5 "^31* — 2(4-3"^ ' 

. L'intégrale est 

4 3 3( — I 
log i'4- log{31»— 21 + 5)* H ~ arc lang = C, 

ou, en remplaçant ( par — . 

X 

„ V — ^' r 



l»R (3y" — 2i 'f/ ■ + 5x")' 4- -— =: arc lang 



VU x'Vii 

Qt,x=x — 3 et y' =-y — 2, Par substitution l'intégrale 
cherchée est donc 

Iog[30,-2}'-2(x-3)(j/-2)4-3|x-3)']' 

3 5(y-2)-(x-3) 

4 arc lang ^ — = C. 

l/Û {x—Z)VU 



Deuxième cas. 

Si Mda: 4- Hdy est la différentielle totale d'une fonction a, 
^. . dM riN ^, . 
cest-a-dire si -r-= — , on déterminera u comme au cha- 
ay ax 

pitre XI, et l'intégrale de l'équation différentielle sera 



dH dSi 
Si la condition d'intéerabilité — — =-:- n'est point rem- 
dy dx 
plie, la théorie enseigne qu'il existe toujours un facteur v, 
en général fonction de x et de tf, tel que l'équation 
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v{tiidx + Ndj/) = soit intégrable. Seulement, la détermi- 
nation de i; dépendant de l'intégration d'une équation 
différentielle difficile à effectuer — si ce n'est dans quelques 
cas particuliers — on doit s'exercer à trouver ce facteur 
sans règle, par l'inspection attentive de l'équation diffé- 
rentielle proposée. 

Une exception : Si l'équation est homogène et que 
l'expression TAdx -{- ^dy ne satisfasse pas à la condition 
d'intégrabilité, on a : 



Ex«mrl« I. 

Soit l'équation ^dy + 3ydx — xydy. 

Il est facile de voir qu'en multipliant les deux membres 

1 ., . 
par — , H vient : 
xy 

du dx 
■i-^-\-Z~ = dy, 
y X 

et, par int^ration, 

2 log y + 3 log X = y -(- log C. 



EzeBiVlC ■■• 

Reprenons l'équation homogène 

xdy — ydx <= V/y* — x' dx 
donnée comme exemple du premier cas. 
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En l'écrivant comme suit : 



(j+i- 



r'J dx — xdy = , 



il est aisé de s'assurer que le premier membre n'est point 
différentielle exacte. 
Hais ici. 



I 



I 



1 



Donc l'équation 



-dx 



= 0, 



X 1/ (/' — X 

\dx ((y = 



est intégrable. 
Si l'on intègre le premier membre par )a formule connue 

on trouve 

Donc l'intégrale de l'équation proposée est 

_ log -lll-J^lzi^ + log I = log C , 



comme précédemment. 

iVoto. — Toute équation homogème Vidx -\- Ndy = 
peut donc s'intégrer par la méthode du premier cas et par 
celle du second. 
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Si l'équalioQ est linéaire, c'est-è-dire de la forme 
du 

ou 

dy -^ Pydx = Qdx , (1) 

P et û étant des fonctions de x seulement, l'intégrale est 

j, = ,-/-[/,/~.Qd, + Cl. ... (S) 

Observons que les équations de la forme 

dy + Pydx = Qydx 

peuvent être ramenées au cas dont il s'agit, car la division 
des deux membres par y", donne : 

^+ — Pdjr = Qdx; 
y y" 

1 
on pose -^ = (Iz, û'où - 

y y 

trouve ; 

dz—\n— l)Pïdj-==Qrfx, 

équation linéaire. 

Exemple 1. 

Soit l'équation dy + xydx = x'dx. 

Si on la compare à l'équation (1), on trouve : 



P = X et Q = 
ic / Pdx = / xdx = 



" 2 
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L'intégrale de l'équation proposée, formule (2), est, par 
suite : 



Or, l'intégration par parties fournit : 

/'e*x»dx = e^(x»— 2). 
^'°^ _î.'r ^ 1 

ou ,, 

y — a:*— 2-f-Ce~'. 







ExeMpla 


II. 


Soil l'équation 
Ici, 


* 


l'-l 


= iit 



II 

L'intégrale est donc 

!,-v/x-rrî(/-^t=+c). 
V^ l/x'— i / 



y = x'-i+CV 



„ . . aiv^ ay*dx 

Soit (fo — r—^ — -= ,— — -, équation non linéaire de 

A[i — x^ 1 — a: 

la forme dy + Pydx = (^"dx 
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La division des deux membres par {f*, donne : 
dy \ xdx adx 

du l 

et, SI 1 on pose, — = d2, d'ofi -; = — 32, on trouve : 



équation linéaire dans laquelle 
y P</x «y.ji-1; ^ log (1 - x') = - log l^) - x\ 



L'intégrale est donc 



/■ dx X 
= — 3^1^ (chapitre II, section II, exemple V). 



Mais 



,+c 



2 = «a; + C l/l — x\ 

i 
Remplaçant z par — 5-1. on trouve 



Z{ax + C\/i—x') 
pour intégrale de l'équation proposée. 
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Intégrale : 



1, 1+1,1. j+1 1, „ 







(« + 1|(J+1) 
(x-l)(!,-l) 


.C 




^•^ 


?+ 


"•' =0. 
/1-j- 






Intégrale 












ïrc«ln« + .pc,iny_ 


nrc 


8111 U 




.1/ 


l-j' + jl^l- 


-p 


— C. 



3. (x-l)(y»-l)rfx + (x+1)yMy-.0. 
On trouve : , 

On obtient : 



lo» V -r-' ' 1/3 arctang ■ |-arctan«-2 =C 

^ ï'-S + l ^ 1/3 1/5 ^ 



S. xrfx -\- ydy = 2 cos a . yrfx. 
Intégrale : 



log Vy* — 2xy cos « -(- x' 4* "^"'g « ■ »"= '"ng - 
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6. <,[a(!.+ l) + 2y]rf:c + yrf^ = 0. 

Si l'on pose, a — ^ j;' + a, l'ëquation devient : 
a fa(x' + « + t ) + 2y] <i:r' + yrfy = 0, 
et, pour a = — 1, 

c'est-à-dire homogène. 

Intégrant comme dans l'eicemple Il[, premier cas, puis, 
dans le résultat, remplaçant x' par x-^i, on trouve pour 
l'int^rale cherchée : 

7. (1 +x)dx-i- (e'dx — e^'dy) (I + j") — 0. 

La division des deux membres par î -\-x^ conduit à 



gx-i-[QgVi-\-x--\-e--U"^C. 



8. siiiy cosxi/x — sioxcosy dy = lang'y rfy, 

1 
Multiplier les deux membres par - . ■ — • 
sm' y 

Intégrale : 

tBngy+C. 

smy 

9. ydx — xdy -a y* e" dy. 

1 
Multiplier les deux membres par — • 

Intégrale : 
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10. \/i -i-y^dx — iVl -\-x*dy = ifVi -{-x^dy. 

La séparation dea variable s s 'obtien t quand on divise les 
deux niembres par Vi -j-ai* l/l -j-S*- 



11 . l'i/j + ydx = oxV dar- 

Si l'on divise les deux membres para;', l'équation devient 
linéaire. 

Intégrale : 

12. dy + xjfdx = {x — i)e~'dx. 
On trouve d'abord pour l'intégrale : 

y =e"^r fe'[x — i)e-dx+c\. 
Hais 

re^(x—\)e-dx'- f e*" (x ~ \) dx =• ^~' . 



13. dy •{■ aydx ™ cos nxrfx. 
On obtient d'abord : 

y = e-"l I e" coB nida: + cV 

et une double intégration par parties donnant : 

/e" (a cos nr + n sin nx) 
e"cos tasdx =• 1 , t ' 
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a« + n' 



14. Jy + - 



On trouve d'abord : 

y = . ^ .. U Al^T+T* -i-x)' dx + cl- 

Pour inlégrer l'expression a{Vi -{- a^ + xYdx, on la 
rationalise en posant 

l/l -j- J-' ^ z — a:, 

et l'on obtient : 

Après avoir remplacé s par V\-\-!t^ + a: et substitué le 
résultat dans l'expression de y, on a pour intégrale de 
l'équation proposée : 

j, ji— (1.1/1+ »'_i) + C (Kl + i' — i)". 



16. rfj + 



2(l-i")-5C(l-x')' 



Cd-.-) (i-»')s' 
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Si l'on multiplie les deux membres par y* et que l'on 
fasse y*dy = rfj, l'équalion de\'ienl : 

azdx 1 + -r . 

Comme intégrale, oh trouve d'abord : 

-1 -^rfa;, on pose 

1 + if 

—m', et Ion trouve : 



i_J (1 — X)* ~(a+t)ll — J 11— I 



/(: 

iiite. 

{\±1\ 



17. Trouver une courbe telle qu'en chacun de ses points, 
la sous-langente soit double de l'abscisse. 
L'équation différentielle de la courbe est 

w (/u I dx 

-^ = 2x ou -i = 

dy y 2 it 

dx 

Intégrale : ■ 

y^Cx\ 

C* 

La courbe est donc une parabole dont le paramètre est — ■ 
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18. Chercher la courbe telle qu'en chacun de ses points, 
l'angle de la tangente et du rayon vecteur soit constant. 

Si [1. désigne l'angle de la tangente et du rayon vect«ur, 
on sait (coordonnées polaires) que 

langfi = — . 



L'équation différentielle de la courbe, si l'on pose 
1 
tang [i i= - , est donc 

ri dr , , 

-— — - ou — = kdl. 
dr k r 

Intégrale : 

log r — Aï + log C ou r = Ce". 

La courbe cherchée est donc une spirale logarithmique. 

19. Soient x et y les coordonnées rectangulaires d'un 
point quelconque d'une courbe. Si, à la distance x de l'axe 
tles abscisses, on mène une parallèle à cet axe, et que la 
portion de celte parallèle comprise entre l'ordonnée y et la 
tangente au point {x, y) soit constante, quelle est la courbe? 

L'équation différentielle de la courbe, si l'on désigne la 
constante par a, est 

y — a: _ rfg 
a dx' 

ou 

dy — - rfx = dx; 

équation linéaire dont l'intégrale est 
y^mx-\-a-^ Ce". 
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SO. Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles 
dont l'équation est y* = ipx, p étant un paramètre variable. 

Rappelons d'abord ce qu'on entend par trajeaoires, et 
comment l'on obtient leur équation différentielle. 

Étant donnée une famille de courbes représentées par 
une équation qui contient un paramètre variable, on appelle 
tregectoires les lignes qui coupent les courbes sous un angle 
constant. 

Quand l'angle constant est droit, les trajectoires sont 
dites orthogonales. 

Soient x, y les coordonnées du point tle rencontre de 
l'une des courbes et de l'une des trajectoires, et, par ce 
point, soient menées une tangente <i la courbe et, une autre, 
à la trajectoire. Si a et a' désignent les coefficients angu- 
laires des tangentes et V la tangente tri gono métrique de 
leur angle, il faut qu'on ait : 

'-^^ ; <" 

et si, entre cette équation et celle des courbes, on élimine 
le paramètre variable, on obtient l'équation différentielle 
des trajectoires. Celle des trajectoires orthogonales s'obtient 
en éliminant le paramètre entre l'équation des courbes et 
la suivante : 

Cela rappelé, revenons à la question posée. 
L'élimination de p entre les équations 

j/' = 'i.px et 1 -|- «a' = 



; par 



C'est l'équation différentielle des trajectoires orthogonales 
cherchées. 
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On peut satisfaire à cette équation : 
1" En' posant y—» 0. L'axe des abscisses est donc trajec- 
toire orthogonale. 

2» En posant 1 4- -^ -^ = 0. 
Intégrale : 



Équation d'ellipses dont le centre est le sommet commun 
des paraboles. 

31. Trouver les courbes qui coupent toutes les droites 
passant par un même point sous l'angle de 43°. 

Prenons pour origine le point commun des droites et, 
pour axes, les côtés d'un angle droit dont l'origine est le 
sommet. 

L'équation des droites sera y == mx, m étant le paramètre 
variable. 

L'élimination de m entre les équations 

donne pour équation différentielle des trajectoires deman- 
dées 

xdx -j- ydy = xdy — ydx. 



pour intégrale : 

log l/a:' -{- y' == arc '"ng - + log C ; 

puis, si l'on pose x^r cos t et y = rsm t, pour passer à 
des coordonnées polaires dont le pAle est l'origine et l'axe 
des X, l'ase polaire 

log r = ( + log C, 
ou r = Ce'. 

Les trajectoires sont donc des spirales logarithmiques. 
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Sei;tiok 11. — Ét/ualiom dans lesquelles la dérivée 
est d'un degré supérieur au premier. 



Dans l'intégration des équations différentielles du premier 
ordre à deux variables, de ta forme 



f '.s. 



on distingue trois cas principaux. 

Premier cas. 

tre résolue par 

lution fournit n équations de la forme Mdx -f-Ndy = 0; et, 
si les intégrales de ces n équations sont : 

F,{a;,y,C)=0, 
F,(T,y, C) = 0, 

l'intégrale de l'équation proposée est 

F,(x, y, C) . r,(x, y, C) ... F,(a;, f,, C) = 0. 

Deuxième cas. 
Si l'équation est homogène par rapport itx ely, on pose 
}ut la réduit à la forme 

r{p.t) = o; (1) 
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et comme d'ailleurs la différentielle de l'équalion y = tx, 
après qu'on y a remplacé dy pArpdx, donne : 

dx dt 

T-V^,- « 

on arrive souvent à l'intégrale cherchée, comme suit : 

1° Si, de l'équalion (1), on tire t en fonction de p, ta 
substitution dans l'équation (2) donne, par intégration, une 
expression de x on p, et, par suite, l'équation y =ixfia 
fournit une autre de j/ en ;). 

L'élimination dep entre ces deux expressions de x et de y, 
fournit l'intégrale demandée. 

2" Si, de l'équation (1), on tire p en fonction de t, on 
obtient de la même manière deux expressions de x et de ^ 
en t, et l'élimination de t entre ces deux expressions, donne 
l'intégrale. 

De ces deux moyens on devra évidemment employer le 
plus simple. 

Troisième cas. 



Si l'équation peut être résolue par rapport à y ou x, on 
l'obtient sous l'une ou l'autre des formes : 

y = f{^,p) ou x = ((y,p); 

et la différetUiation conduit à une équation différentielle 
du premier ordre par rapport aux variables x, p ou y, p. 

En admettant que cette équation puisse s'intégrer, il 
suffit d'éliminer p entre l'intégrale obtenue et l'équation 
proposée, pour obtenir l'intégrale cherchée. 

Pour aider à ce qui suit, rappelons ici deux de ces équa- 
tions, troisième cas, traitées dans les cours. 

Si l'on différeutie la première, laquelle est 

y = xfip) -\- f(p). 
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et que, dans le résultat, on remplace dy par pdx, on obtient 

l'équation linéaire 



p — r'p) P — f{v) 

Si l'on fait de même pour la seconde 
y=px-\-i[p) n, 
on trouve : 

[x + *'(p)]d/.-0, 

équation à laquelle on peut satisfaire : 

1" En posant dp — d, d'où p =< C, 
Donc il suffira de remplacer p par C dans l'équation 
y = px -\- f^ {p) pour en obtenir l'int^rale générale : 

S-Cr + HC). 

â» En posant x-{-^'{p) = (i,d:'Qiip = f(x], une fonction 
déterminée de x. 

Dans ce cas, l'élimination de p entre les équations p = f[x) 
eiy=px-\-'^ ifl, donne 

y = xr(x) + ^[f{T)], 

c'est-à-dire une solution singulière; car on sait que l'on 
appelle ainsi toute intégrale d'une équation différentielle 
qui satisfait à celle-ci, mais qui ne peut se déduire de 
l'intégrale générale, quelque valeur constante particulière 
que l'on attribue à C. 

Fermonsces notions préliminaires en rappelant comment 
on obtient, en général, les solutions singulières des équa- 
tions différentielles du premier ordre, à deux variables. 

C) Cette équation est dite forme Clairaut du nom du mathématicien 
qui, le premier, a intégré par diffère nliation. 

H. Paul Hansion, Bulletins de l'Académie royale de Belgùjue (1877), 
a prouvé que toute équation difTérentielle du premier ordre peut se 
ramener â une équation de Clairaui. 
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Deux moyens : 

Ou bien : Dériver l'équation différentielle proposée par 
rapport à p, puis éliminer p entre Téquation résultante et 
la proposée. 

Ou bien : Dériver par rapport à C l'intégrale générale de 
l'équation différentiel le, puis éliminer C entre l'équation 
ainsi obtenue et l'int^rale générale. 

Que l'on emploie le premier procédé ou le second, le 
résultat de l'élimination finale ne sera solution singulière 
que s'il satisfait à l'équation différentielle donnée, et s'il ne 
peut se tirer de l'intégrale générale en prêtant à C, telle ou 
telle valeur numérique particulière. 

Il faudra toujours s'assurer qu'il en est ainsi. 

Chercher l'intégrale de l'équation différentielle 

On voit, tout de suite, que l'équation est intégrable par 
chacun des trois procédés rappelés plus haut. 

1" Résolue par rapport à — , elle donne : 
dx 

dy ^ — x± Vx' + y' 
dx y 

et par conséquent peut s'écrire : 

Idy x-\/^T? \{'iy ■ x + Vx^ + y' ] 
\dx^ y l\dx~^ y I ' 

d'où résultent les équations différentielles : 

z=dx; 
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Les intégrales sont : 

et 

^'ï' + y' = - X + C. 

L'intégrale complète de l'équation proposée est donc 

(l/x'-i-y-x-C)(l/a:' + j,' + x-c)=0. 

OU 

s' = C(C ± 2x). 

2° Puisque l'équation proposée est homogène en x, y, 
dy 
posons — = pet î/ = tr; elle devient 



p'( + 2j) — I = 0, d'où ( =. 
et, par suite, 



-ip 



-*+P\p et p-t ^'P' + ''. 



il -p7 



Substituant ces expressions de (if et de p — ( , dans 
l'équation 

dx dt 

— = (voir le deuxième cas), 

on obtient : 

dx idp 



et, par intégration, 



_C(<-P') 
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Entre ces deux expressions do x et de y, éliminant p, on 
trouve pour intégrale de l'équation donnée : 

t,' = 4C(x + C). 

C 

comme précédemment. 

3° L'équation proposée, résolue par rapport à y, donne : 
2pi 



Si l'on différentie et que l'on remplace dy par pdx, on 
trouve : 

dx ^dp 

et, par intégration, 

P' 
Par suite 



2p ^ C{1 - p') 



Mêmes expressions de x et de y que dans le 2° et, par 
élimination de; entre elles deux, même intégrale cherchée : 

y« = 4C(a: + C). 

Le calcul eût été plus simple encore, si l'on avait tiré de 
l'équation la valeur de x. 
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du 
Après dilférenttation et remplacement de dx par -^ , on 

eût trouvé : 

di) dp 



et, par intégration, 



D'oà 

L'élimination de /) entre ces deui valeurs de x et de y, 
donne 

!,' = C(C-(-2x). 



Cherchons s'il existe une solution singulière. 

Premier moyen. — Si l'on dérive par rapport à p l'équa- 
tion différentielle proposée 

;j'y + 2px— i/ = 0, 
on trouve : 

et l'élimination de p ealre ces deux équations fournit : 

Deuxième moyen, — Si l'on dérive par rapport à C l'inté- 
grale générale 

on obtient : 

3C + 2C=0; 

et si l'on élimine C entre ces équations, on trouve encore 
x' -1- V* = 0. 
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Ce résultat x^-\-y*'^0 est solution singulière ; car il 

satisfait à l'équation différentielle proposée, il est facile de 

le vérifier, et il ne peut être tiré de l'intégrale générale, 

quelque valeur constante particulière que l'on attribue & G. 



^-•(ir 


-9o' — 0. 




Intégrale complète : 






(s'-c)- 


- seo-*". 


MIF- 


xy dx 


-0. 


InlégnJe : 


(y-Cx){î,'- 


i- _ C) - 0. 


3. (t+x-) 


m-'- 





(j_C)' — (ircungi)'. 

,,.+,.,(i)v.,+«v(ir-i-.=o. 

L'équation peut s'écrire : 

)U 

ê+')[<'+-'S+'][<'+"'l-]=»- 

Par suite, on trouve facilement pour l'intégrale complète : 

(y - C + ^) [(y - C)* - (arc tang xf\ = 0. 
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l'îDconnue, on voit que les raciaes Bont a, b et c. 
Donc l'équation peut s'écrire : 

lï-")(|-)(|-')=»- 

Intégrale : 

(5_ai-C)(y-6j_C)|s-<i_C)-(l. 



L'équation peut s'écrire 

f!|? 

\dx I \dx 



'|-')fê--)fë-») = o 



Intégrale : 

(.y-:.-C)L-|'-c)(y-C«-) = 0. 



Intégrale : 

3t/' 4- 4x' = (C d= x)\ 

8.(..-2v-)(^)'-4.,|-x--0. 

Intégrale générale : 

y»_2Cy + x'=C'. 

Solution singulière : 
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9. y = ipx — p*, équation de la forme y •= xflp) -j- ^(p). 
La différentiation, puis la substilution de pdx à y dans le 

résultat, fournisBCDt une équation linéaire dont l'intégraleest 

a p 

Resterait â éliminer p entre cette expression de x et 
l'équation proposée, pour obtenir l'înt^rale demandée, 

10. V = p'a; + p\ 

On peut traiter celte équation comme celle de l'exercice 
précédent, ou, plus facilement, la résoudre d'abord par 
rapport à p. 

Intégrale : „__ 

H. y='ipx + Vi -\-p*. 
Par différentiation, on trouve : 



et, par élimination de p entre les équations précédentes, 
l'intégrale cherchée. 

12. y = px-\-p{\ — p), équation forme Clairaut. 
Intégrale générale : 

t/ = Ci + C(l— C). 
Solution singulière ; 



13. y = Tpx-^a{\-pJ. 
Intégrale générale : 

y-Car + a(l-C)». 



, Google 



M EXBRaCBS HËTHODIQDES 

Solution singulière ; 



14.«,(|)V(2x-6,^-j, = 0. 



Cette équation peut prendre ta forme Clairaut : car si l'on 
multiplie les deux membres par iy et que l'on fasse y^^u, 



„„..,-. 


(te' 




"(5-")' + '*— "'^^-*"- 


ou bien 





L'intégrale générale est donc 

Solution singulière : 

4oi,' + {2a: — b)* == 0. 

«.,.-S,j| + „+.-)(|)'_,. 
L'équation peut s'écrire 




carrée des deux membres et 
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Intégrale générale ; 

y = Cx + l/l— C. 
Solution singulière: 

C'est en travaillant l'équation proposée que Taylor, le 
premier, a constaté l'existence des solutions singulières. 

16. La dislance d'un point donné à chacune des tangentes 
d'une courbe, est de longueur constante. Quelle est cette 
courbe? 

Si, par le point donné, on mène deux ases rectangu- 
laires, l'énoncé fournit l'équation : 



ou , en faisant ^ = P, 
ax 

équation forme Claîraut dont l'intégrale générale est 

y >= Cx + a l/l + C, 
et la solution singulière, la véritable solution, 

équation d'un cercle de rayon a. 

L'intégrale générale représente toutes les droites tangentes 
a ce cercle, et la solution singulière est la courbe enveloppe 
de ces droites. 

17. Une courbe, rapportée à des axes rectangulaires, est 
telle qu'en chacun de ses points, la normale est de même 
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longueur que celle de la droite menée du point à l'origine. 
Quelle est cette courbe? 
La question conduit k l'équation 



'\A^ 



= l/ï' + j'. 



Si l'on élève les deux membres au carré, on trouve 

\dxl s" 

équation dont l'intégrale est 

{y'-i'-C){y' + ;r'-C) = 0. 

On satisfaite ce résultat : soit en posant y* — J^ — C^^'O, 
ce qui donne pour ta courbe cherchée une hyperbole équï- 
latfere; soit en posant y'-\-x* — C-=0, ce qui donne un 



18. Trouver une courbe telle que la partie de chacune 
de ses tangentes comprise entre deux droites rectangulaires, 
soit d'une longueur constante a. 

Si l'on prend les droites rectangulaires comme axes des 
coordonnées, l'énoncé Tournit l'équation, forme Clairaut : 



L'intégrale générale est donc : 
y = Ca: + - 



Pour solution singulière, on trouve : 

équation d'une cycloïde engendrée par un cercle de rayon - 
roulant dans l'intérieur d'un cercle de rayon a (fig, 6). 
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. 19. On donae deux droites parallèles D et D' ; uq point A 
sur la première, un point A' sur la seconde. Chercher une 
courbe telle que, pour une quelconque de ses tangentes 
rencontrant D et D' aux points B et B', le produit des 
segments AB et À'B' soit quantité constante b*. 

Soit ia la droite qui joint les points A et A' ; prenons le 
milieu de cette droite comme origine, la droite elle-même 
pour axe des x et une droite parallèle à D et à D' pour axe 
des y. 

La traduction de l'énoncé en équation est 

(y— P^)' — "*?' ==*=*'. 
le signe -|- du second membre se rapportant au cas où les 
deux segments sont d'un même côté de l'axe des x et le 
signe — au cas où ils sont de cdtès différents. 
L'équation précédente donne, forme Clairaut, 



y = jM + l/flV±6'. 
L'intégrale générale est, par conséquent, 



y = Cx-f-l/a'C*±t'. 
La solution singulière est 

La courbe cherchée est donc une ellipse ou une hyperbole. 

30. Une courbe rapportée à des axes rectangulaires est 
telle qu'en chacun de ses points, la longueur de la normale 
et la distance du pied de celle-ci à l'origine, sont dans un 
rapport constant a. Quelle est cette courbe? 

L'énoncé fournit l'équation : 



V 
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D'où l'on tire, a près avoir élevé les deux membres au carré, 

Si l'oD résout cette équation de nouvelle forme, par 

l'y 
rapport a y — comme inconnue, on trouve 



^ dy -.■»±t/(ii'-l)j,' + i.V 
"'o". du 

±1. 

et, par intégration, 

V[a* — 1) s' + oV = C i; I, 
OU bien 

{o« — 1 ) (j,» -I- 1*) = C ± 2Cx, 

équation d'une suite de cercles. 

C 
Pour a=l,oa trouve a; — d: - , équation d'une droite 

quelconque parallèle â l'axe des y. 



CHAPITRE XIII. 

INTËCCATION DES ËQUAnONS LINÉAIRES D'UN ORDRE SUPÉRIEUR 
AU PREMIER ET A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

Section I. — Équations sans second membre. 
La forme générale de ces équations est 

A,i-i,A^,, ... A|, Ag étant des coefficients constants. 
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Si, dans les équations de cette forme, on fait y == u£", 
u représentant une fonction indéterminée de a; et a une 
quantité constante, on trouve : 

'^ '^dx 1 '^ dx' 1.2 "^ ■^da;'^' t.2.5...(n— I) 



transformée dans laquelle f{a) représente le polynôme ; 

a" + A._,a-' + A..,a— -\ \- A,a + A^ 

Notons avec soin que pour obtenir ce polyndme, il suffit 

de remplacer dans l'équation (1) : -j^ par a", ~ — -. par 

cm;' («t^ 

a"', etc., et y par a* ou 1. 

Cela posé, si l'on égale à le polynôme, ce qui produit 
l'équation auxiliaire 

a' -j- A._,a-' + A._^-» -j 1- A,a -f- Ao = 0, (2) 

il y a quatre cas particuliers à considérer. 

Premier cas. 

Si les racines de l'équation (2) sont réelles et inégales, en 
les représentant par a, , a,, a, ... a., l'intégrale générale de 
l'équation (1) sera 

S = C.e-' + Ce"" + C,e^ + ■■ . C^', 
Ci , C, , Cj , ... C, représentant les n conslantes arbitraires. 

Deuxième cas. 

Si les racines sont imaginaires et inégales, et qu'on les 
représente par 
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l'intégrale générale du l'équalion (1) est 
y=e""(C, cosi9,j-+CjsinPix)4-e"»'(C,co8p»x-|-C,sinp,T)+etc. 

Nota. — Pour chaque couple de racines ImagiDaires, 
l'intégrale contient donc une expression de la forme : 
e" (C cob^ 4 C sin pi). 

On peut simplifier cetteespression do plusieurs jnaaières: 
si l'on y pose, par exemple, 

C w A cos A et C ^ — A sin A, 

elle devient 

Ae"' ces (pr -|- A). 

Dans tout ce chapitre, nous avons trouvé bon de conserver 
la forme première et de laisser aux élèves de simplifier 
suivant la manière adoptée dans le cours. 

Troisième cas. 

Si les 11 racines sont réelles et égales, en les représen- 
tant toutes par a„ l'intégrale générale cherchée est 

y — (C, 4 C^ + Ci» h h C„x"-') e*'". 

Qualrième cas. 

Si les racines sont imaginaires et égales, en représentant 
chaque couple de ces racines par 

( «, + p.l^^, 

l'intégrale générale sera pour deux couples : 

y = (*'■ [(C -f (V) cûs P.X 4 (C + C,x] BÎD fti] ; 
pour trois couples : 

y = e''-'[{C, + C,x-|- Ca') cosp.a:-[- (C4-f C^-f C^')finp,x]; 
et ainsi de suite. 
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Cas général. 



Si les racines de l'ëquation auxiliaire sont de différentes 
sortes, l'intégrale générale de l'équation (1) se composera 
de la somme des résultats que l'on trouve en appliquant à 
chaque sorte de racines le cas particulier convenable. 



Si le secondfmembre de l'équation (1), au lieu d'être nul, 
étai^une quantité constante, on opérerait d'abord comme 
si le second membre était 0, puis, au résultat, on ajouterait 
le quotient de la quantité constante divisée par le coefficient 
dey. 

dx' dx'^ dx* dx^ dx' dx^ " 

L'équation auxiliaire est 

o'— Hfl' + 49a*— tlSa'+154o' — 1140 + 36 =.0. 
Elle a : 
Deux racines réelles et inégales, 1 et 2. 

Id. id. et égales, 3 et 3. 

Id. imaginaires l-|-l/ — 1 et 1 — l^ — ï . 

L'intégrale générale de l'équation proposée est donc ; 
y = Ce- + €,«*• -f- {C, + Cji) e" -f «-(C, eos jc + C. sin x) , 
ou bien 

y -. e'[C, + C.e' + (Cj -H C4X) e" + C, eos a: -f C, sin x]. 
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itx* dx ^ 
Intégrale : > ■ 



■!ï^,.j!y 



■ rfx- dx 

Inl^ale 



2m — + (m* — n') y — m - 

y_C«'-"l'+C^— !■ + - 



itr* dx* dx 
Intégrale : 



ï-Ce-' + lti+C,.)»-. 



;g_|5,»._„.d» + J™,„.- + „-|j_0. 



Intégrale : 

y = e-'{C, cos «j: + C, sin nx) -\- CjC"* 



Intégrale : 

y — Ce"'- + C,e-'*^ -}- Cj cos a: V^m + C, sin x l/»î. 

i/i' rfx" dac' dx 

Intégrale : 

y — «""[(C, + C,!r) cos 2a; + (C, + C.x) sin 2r] 
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dx^ rfx* da» dx* dx ' 

Intégrale : 
y — (C, + (Ve + C^'} e" -|- C, cos mx -j~ C, sin mx. 

dx^ dx/' da^ dx* dx^ dx " 
Intégrale : 
y=(C,-)-C,T)«Ma: -HC,+C,r) sinx-|-(C,-|-Ca:)e— +C,e»'— 2m . 



Section II. — Équations avec second membre. 
La forme générale de ces équations est 

A. I, A,_, ... Ai, A« élaat des coefficients constants et X une 
fonction de x. 

Rappelons les deus méthodes principales traitées dans 
les cours, pour obtenir l'intégrale générale de ces sortes 
d'équations. 

i' Méthode de la variation des constantes arbitraires ou 
méthode Lagrange. 
Si l'équation est de deuxième ordre, ou de la forme 



et que l'on représente par y^ et y^ les intégrales particulières 
de l'équation sans second membre, l'intégrale générale de 
l'équation pourvue de son second membre est 
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mais à la condition de considérer d et Ci comme des fonc- 
tioDs de X qu'il faut déterminer par le système d'équations : 



Si l'équation est de troisième ordre, c'est-à-dire de la 
forme 

d'i/ d'il du 

et que l'on désigne par y, , jf«, jf, les intégrales particulières 
de l'équation prise sans second membre, l'intégrale générale 
cherchée sera 

à la condition de considérer C,, C, et Gs comme des fonc- 
tions de X qui doivent être déterminées par le système 
d'équations : 





1 (/C, dCt de. 




1 dC.ily, dC,dy, ,lC.dy, 
1 dx dx "•" dx dx ■•" il rfl 




1 to di^^lhdx- + dx dx- ~ ■ 


et ainsi de i 


suite. 



2° Méthode des coefficients indéterminés. 

La théorie prouve que pour obtenir l'intégrale générale 
de l'équation avec second membre, il suffit d'ajouter une 
intégrale particulière do cette équation à l'intégrale générale 
de l'équation sans second membre. 

Or, la méthode des coefficients indéterminés permet 
d'obtenir une intégrale particulière de l'équation avec 



, Google 



DE CALCUL INTËGRiL. 901 

second membre, quand celui-ci est une fonction entière 
ded;, 

A»- + Bx—' -I f- La: + M. 

Dans ce cas, si l'on représente par Y l'intégrale particu- 
lière cberchée, et par a, ^, ...\, ii., des coefficients indé- 
terminés, on pose : 

Y = «a:" + pa:— ' -| f-Az-j-ji, 

puis, substituant Y et ses n premières dérivées dans l'équa- 
tion proposée, oa obtient, en identifiant les deux membres 
de l'équation résultante, les valeurs de a, ^, etc., valeurs 
qui, substituées à leur tour dans l'expression de Y, four- 
nissent l'intégrale particulière. 

On peut encore obtenir une intégrale particulière de 
l'équation avec second membre, quand celui>ci est de l'une 
des formes : 

Asinmx, Arosmx; 

et 

Ae". 

On pose alors respectivement : 

Y = a sin mx + p cos mx , 
et 

Y = ae-'; 

puis l'on détermine a et p, comme plus haut. 



Soit l'équation 

'^_.2— — — -h'iu = x\ 
dx^ dx* dx 

Intégrons-la d'abord par la méthode de la variation des 
constantes. 
L'intégrale générale de l'équation sans second membre est 



y— Ce^ + CV + l^e*; 
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et cette même équation sera l'intégrale générale de la pro- 
posée, à la condition d'y considérer C,, C, et C, comme 
des fonctions de x qu'il Taut déterminer par le système 
d'équations : 

dx dx ' dx 

\ dx dx dx 

E ■ di d* 

De ces équations, l'on tire ; 
dC, i , 



de, 1 






3:'e"'di, 



' x*e'dx, 
de, 



--ïV. C,= 



iylr'e-.i: 



dx 5 
Puis, l'intégration par parties donne : 

C, = A. +-e-'(x'+ ôx' + 6x + 6), 
C, -= A, + - e' {!> _ 3t' + 6:e — 6), 



A,, A, et Aï étant les constantes qui généralisent les inté- 
grales. 
Substituant les expressions de C, , C, et C, dans l'équation 

on trouve pour l'intégrale générale cherchée : 
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Intégrons, en second lieu, l'équation proposée par la 
méthode des coefficients indéterminés. Puisque le second 
membre est sa, posons : 

Y = a:t' + ^a:' + ï'X + ^. 

D'OÙ 

rfY 

(TY 

<i'Y 

Substituant les valeurs de Y et de ses dérivées dans 
l'équation proposée, on trouve : 

6a — lâax — 4^ — 3«x* — 2pa; — y + î«a;' + 2^' 
+ 2y3C-}-2^ = x». 

Pour que les deux membres de cette équation soient 
identiques, il faut que 

— 3« + 2p = 0, 
— t2ot — 2? + 2r = 0, 
6a — 4p — y + 2iî=0. 
D'où 

I 3 15 IS 



L'intégrale particulière est donc 

Y ^4-!^-l1^4,Î^ 

■^2"^ 4 "•■ 4 "^ a' 

et l'intégrale générale : 



On le voit; l'intégration par coefficients indéterminés est 
plus rapide que l'intégration par la variation des constantes. 
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^■^-^ï+^y— '-'+''■ 



Intégrale géntSrale : 



Intégrale générale : 
y =• C| cos a; + C, sin se + i"; sio a: -|- cos^x log (cos j:). 

Intégrale générale : 



Intégrale générale : 

y = Ce- + Ce-*' + e'^ / — — ■ 

(^M du 

Int^rale générale : 



(5m -|- log n) ('2m -~ log n) 
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Intégrale générale : 

y = C, eos a' + C, sin a: + C^~' + x'. 

,. Î»_c5(_9^ + Uy_si,,x. 
dx' dx" dx 

Pour avoir une solution singulière, pos^ 

Y =■ a sill X -|* M''^ ^■ 

Intégrale générale : 

3,_C,^ + <i.- + f,«- + ^+^- 

Intégrale générale : 

Pour obtenir une intégrale particulière, poser 
Y = « coB ms. 

Intégrale générale : 

cosmx 

j - (C, + (V.) I? + {c, + c..) .- + jjjq-^ • 

Intégrale générale : 

^ = C,e" + CiC-"* -j- C cos mx + Q sm mx ; — 
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rfi' di* rfx" dx' dx ■' 
Intégrale générale : 
y-(C,+{Vc)eo8i+(C+C.ï)»ini+C^ + 



(m'+l)'{m-l) 



latégrale générale : 



CHAPITRE XIV. 

INTÉGRAnON DES ÉQUATIONS LINÉAIRES D*UH ORDRE SUPÉRIEUR 
AU PREMIER ET A COEFFICIENTS VARIABLES. 

La forme générale de ces équations est 

î?+x..,Ë3;+x..,j;:?+...+x,^+x.,=x, 

dx' ' rfa:"-' dx"* * dx " 

X._i,X,^i ... X,, Xget X représentant des fonctions àex. 

Point de méthode générale pour intégrer ces sortes 
d'équations . 

Intégrables, quand elles ont la forme particulière 

d'v (f""'i/ rf""V 



,. A,, Âj , ainsi que a et b, étant des constantes. 
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Dans ce cas, pour obtenir l'intégrale générale de (elle 
d'entre elles, on pose d'abord 

a + bx-'e', 

ce qui produit une équation transformée en y et t, linéaire, 
de même ordre, mais k coefficients constants; puis, dans 
l'int^rale de celle-ci, on remplace t par sa valeur en x 
(Legemjre, Mémoires de l'Académie, 1787). 

Hais, en général, l'inspeclion attentive des équations dont 
il s'agit et l'habitude de l'analyse, peuvent seules fournir 
des procédés particuliers d'intégration, procédés dont le 
plus fréquemment employé est le changement de variable 
indépendante. 

Exeniple I. 



Soit l'équation de la forme particulière précitée : 



Si l'on fait x — e', le changement de variable indépen- 
dante donne (opérer comme dans l'esemple 11, chapitre VII, 
Exercices méthodiques de calcul diffàentiet), 

équation dont l'intégrale générale est 

y = C.«" + (C + C.() e- + i e" - 1 <r'. 
Remplaçant t par sa valeur en x, on obtient : 
5 = C,x» + (C.4-C,logi)x + lï*- — 
pour l'intégrale générale de l'équation proposée. 
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De ce que 

dx* rfjt' dx 

l'équatiOD peut s'écrire 

D'où, par int^ration, 

Xi) =— C, ces m*j -)- C» sin ni'x, 
et, par suite, 

y — ■ - (C, coB m'j; + C, sin m*i). 



EieBipl« ■■■• 



Soit x' -^ — tn^ = 0. 



l'équation devient : 

-ttH r — mV^O; 

dt' ^ ( dt * 

et si l'on intégre cette transformée par le procédé de 
l'exemple II, puis que, dans le résultat, OD remplace ( par -, 

X 

on obtient pour intégrale de l'équation proposée : 
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*■ ^'§-4*^+% = ('»8 '')' + '• 



Intégrale générale : 



Intégrale : 

y _ [C, + C, log (a + 1)] (« + «)• + 1±^. 

L'équation peut s'écrire : 

et donne pour intégrale : 
D'où, le résultat cherché : 

4. x'-^ + 4a;-^ — (niV — 2)y = 0. 

L'équation peut s'écrire : 

d'ix'y) 
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Intégrale : 



Intégrale : 

y =• C,:^ -(- C, C08 (log x) -j- C, sin (log x) ~ 



-=log(l+i). 
Intégrale : 

C. , C. , C. , l°{t(l+«l " 



7. 1^ + 5^ — JJ — O. 



L'équation peut s'écrire : 

Intégrale : 

5_l[c,.- + «"'(ccos|l/3 + C8in|\/3) 

8. «'J+ï-O. 

Intégrale : 

S = jc [c, cos - + C» sin -)■ 



jUnlbyGOOglC 



DE CALCUL INTÉGRAL. 
9. a:'-4— 2a;»£ + {2a;'-)-m')y = 0. 



Intégrale : 

y ^x' (c, cos — ^-Csin — )■ 



di* dx' dx* ' dx ^ 

Intégrale : 
!,_C,.+5 + (C. + C.logx).' + — 



"• g + -| + '> = <'- 

Rappelons que toute équation linéaire, de l'ordre n et 
sans second membre, devient de l'ordre n — 1, si l'on y 
fait y -= ef": 

Ainsi l'équation proposée devient : 

du 

_ + (. + ,). =.0, 

et si l'on pose de nouveau, 

l'équation transformée est 
dz 

Intégrale : 
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//^l -l-e'lCi-') y-' 

udx= I r-: rdx — l xdx. 
J I _ e'<M-.) J 

Les intégrations du second membre effectuées, on trouve : 



12. -4— 8x-^+I6i»y = 0. 

En procédant comme dans l'exercice prêchent, on 
obtient : 



CHAPITRE XV. 

INTÉGRATION SES ËQUAHONS NON' LINÉAIRES D'I!H ORDRE SUPÉRIEUR 
AU PREMIER. 

Ces sortes d'équations ne sont intégrables que dans des 
cas très particuliers. Parmi ceux-ci, nous rappellerons 
seulement ceux qui présentent le plus grand nombre 
d'applications. 

!• Intégration des équations de la forme 
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Si l'oa résout par rapport à — ;, on trouve 



X représentant une foaction de x. 
Ce résultat peut s'écrire : 

aa;'"' 
D'OÙ, 



■■ T^ = Xrfj:, 



et, par intégration, 



dx"-' ■/ 

Ainsi on abaissera successivement d'une unité l'ordre de 
la dérivée, jusqu'à ce que l'on obtienne l'eipression de y. 





Giemrle. 


Soit l'équation 


(S)'--»- 


On en tire ; 


s=-- 






g=- 


^+c,. 


%'- 


|i + C,x + C. 
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S" Intégration des équations de la forme 

c'est-à-dire ne renfermant que deux dérivées consécudves 
d'ordre quelconque. 
On pose ri"'y ... 

dx"' 
et l'on a 

^(4:)=" '^> 

équation du premier ordre en p et x qui, conjointement 
avec l'équation (1), donne l'intégrale cherchée. 



Trouver la courbe dont le rayon de courbure est une 
quantité constante a. 
La traduction analytique de l'énoncé est 



h(l)']' 



d'y 

55 






dx 
De l'équation (2), l'on tire : 



(1) 
(«1 



dx ?*-.; 
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et, par intégration. 



d'où tellement 

x — C, 
P 



\/a* — [x-C,f 
Substituant cette valeur de p dans (1), on trouve 

, fx — C,Wx 

ày — ■ - : 

et, par suite, 

y »/<•*- (x-CO' + C,, 

ou 

(x-C,Y + {y-Cy = a', 

équation d'un cercle de rayon a et dont les coordonnées du 
centre sont C, et C, 

On aurait obtenu le même résultat en portant Texpres- 
sion de àx dans l'équation (1), ce qui eût donné 



dy = a ; 



et par conséquent. 



On n'aurait plus eu qu'à éliminer p entre les équations 

(3) et {4). 

3° Int^ration des équations du second ordre, de la forme 



A(«.^ë)- 



On pose 
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ce qui donne 

/(x.P.g)=0, ...... 

équation du premier onlre en ji etx qui, conjointement 
avec l'équation (1), fournit l'intégrale cherchée. 



Soit l'équation 
En posant 



(-+".^ + (^^" 



î"- '" 



{l+a:»)^+p' -1-1=0, .... (5) 



eu bien, 

i+f" 1+»" 

et, par iatégration, 

i-ini — C, d'où p — , ' - 
Substituantcettevaleurde/j dansréquation(l],on trouve : 

''^-r+cT."'- 

et, en intégrant, 

CJy = (I + Cî) log (1 + Cx) — C,x + C 

4° Intégration des équations du second ordre de la forme 

4. S)-- 
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De telle équation, l'on tire : 

y représentant une fonction de y. 
Multipliant les deux membres par "îdy, il vient : 

d.(g)'=™,, 

et, par intégration, 

D'oJl 

|/!/¥,(s + c' 
et, en intëgnmt de nouveau, 



+ r "" 

J Kâ/ïrfj + c 






Eieaiyle. 

Soit l'équation 

La multiplication des deus membres par iity donne 

\dxl 21/^ 
et, en intégrant, 

d'où 
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OU, en irisant j/ ■— «*, 

Udz 

l/ï + C, 
et, par nouvelle intégration, 

a;=t{i_2C)i/rfc;+c,. 

Remplaçant! par |/% oq obtient, p3ur intégrale cherchée, 
X = ^ (i/i - 2C,) l/yi + C, + C. 

£>° Intégration des équations du second ordre, de la 
forme 

dy d*y\ 



On pose 



,,=0. 
dx dx I 



D'où, 



t-p «) 



'^.-p'f (V 

dx* dif 



La substitution fournit 

/-(y, p,p5)_0 (3, 

équation entre pet y qui, conjointement avec l'équation (i), 
donne l'Intégrale cherchée. 






Trouver la courbe dont le rayon de courbure est propor- 
tjoonel à la normale. 
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L'équation différentielle de la courbe est 



ou, en simplifiant, 

\dx. 



'+Ër=-g- 



du cPy dp 

AprèB avoir remplacé -r- parpet-r-i parw—, on trouve: 
"^ "^ dx dx* dy 

p<ip _ i ^ 

i -\-p* IM J 

et, par int^^tion, 

2 2 

log (I + p") = - log y — - log C 



=N/if^ 



dy 



\/(r- 

lont l'intég 



équation différentielle dont l'intégration est possible dans 
les cas suivants : 
1" Sifn=.l, 
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et, après intégration. 



=o,+c,,„.g+viir^]- 



D'où 

Ce " — y + l^ï' — c,', 
et, par suite, 

équation d'une chaînette. 
2° Si m = 2, 



dx = 



V; 



et x = 2 l/Q l/y -. c, -I- C,, 

ou {X — O' = 40, {y — C,), 

équation d'une parabole. 

3" Si m 1, 

el « — — 1/c; — j'4-c, 

ou j--|.(j:_o,)<_C;, 

équation d'un cercle. 

4' Si m 2, 

d, -Jî ^ _J!^L_ 



\/(|)^'- 



équation différentielle d'une cycloïde dont le cercle géné- 
rateur est de rayon -^ ■ 
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6° Intégration des équalions àa second ordre, homogènes 
dy . (Py 

On abaisse d'une unité l'ordre d'une telle équation : 
Soit en posant, 

y-''-. 

{u étant une nouvelle variable dépendante), 
d'où 



dx 



dx' \dx ^ I 



soit en faisant, 

-? = »j et ri — "S' 
dx ^ rfa* 

(M et p étant de nouvelles variables), 

d'où 

du , 

— _» — «. 

Eicmplo- 

Soit l'équation 

d'y rdyy dx 



1" Si l'on remplace y, j- et^pare/'", etc., l'équalion 
devient : ^._^^ 

te"'""r' "'""" ^1-f-x' 
et, après simplification, 

dï 1 -f-x 
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(Toù 

du dx 

Intégrant, on trouve : 

logu=]og(l +3c) + IogC, 

)U 

«=C,(t+x). 
De là résulte : 

udx = C, (1 + a;) dx, 

/-"-^i' + Çj+C. 

L'intégrale cherchée est donc 

2" Si l'on pose, par le second procédé, 





<(,_ 


•es 




ttx^ 


.«y et — _„j 


l'équation devient 








»y-«y_-l!jfl, 






' l+x 


et, en simplifiant, 








u 






" " ,+.■ 


Or, 






Donc 




du t> 

di l+x 


D'oii 




« = C,((+«). 
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La substitution de celte expression de u dans l'équation 

Jl = uy, donne : 
dx 

et, par intégration, le même résultat que par le premier 



7" Intégration des équations du second ordre, homogènes 
en X, y, dx, dy et d'y. 
On démontre dans les cours que si l'on pose : 

S-="^. (1) 

dy==pdx, {2) 

" d'î,=px' (3) 

X et dx disparaissent de telle équation, laquelle prend la 
forme : 

F(«,p,,)_Oi 
J'où 

D'autre part, les équations (1) et (2) fournissent : 

^ ^ (i) 

et les équations (S) et (3) : 

'i-i (S) 

D'OÙ 

du dp 

F^v~n^) '"' 

équation du premier ordre entre p et u qui, conjointement 
avec les équations (i), (2) et (4), fournit l'intégrale cherchée. 
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Soit l'équation 

Multipliant (es deux membres par dx*, on a : 

L'équation proposée est donc homogène et du 4" degré 
en;r, y, dx, dyet(Py. 

Cela étant, en vertu des équations (1), (2) et (3), l'équation 
en question devient : 

«9 + /»' = "'. 
d'oii 

La substitution de cette expression de q dans l'équa- 
tion (6), donne 

du udp 

P— «""«' — p" 



ou, après simpliticatioD, 


W« 


+ pii, + «rfp = 


d'où, en intégiant, 


"' , c, 


De là résulte 





Substituant cette expression de p dans l'équation (4), on 
obtient : 

dx _ Sudu 
X 0, — 5t(*' 
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et, par intégration, 

log I ; log (C, - 3ii') + log C, 



'^ (C — îu'li 
D'où 

C,-5..-^. 
Remplaçant a par - , on trouve pour l'intégrale cherchée : 

X 

, Cir" — Cî 

Ez^MpI» tt. 

Soit l'équation 

espressionanalytiquedu problèmetraitéau S" dece chapitre. 
La multiplication des deux membres par de*, donne 
(tx* -f- dy* ^ myd'y 
et l'emploi des équations {1), (2) et (3), 

D'où 

mu 

Substituant cette expression de. g dans l'équation (6), il 
vient : 

du udp 

Ici, iâisons usage d'une transformation remarquable, 
abrégeant de beaucoup le calcul, quand après la substitu- 
15 
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est de ia forme 



tioQ de q dans l'ëquatton (6), le second membre de celle-ci 
tidp 

m 

Remplaçant par — .équation (4), puis multipliant 



p^-u 





pdx 




ou, e 


n vertu des équations (1) et (2), 




y 




L'i 


ntëgration donne 






i»«s-f 


iog(i+p')+i»g<; 



-N/(f 



s-\/(a=- 



équation différentielle trouvée au 5" par une aulre méthode. 
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î'-?'"+'=TTl+'^T-, + f'7 + '=' 



1.2.5 ' 1.2 ' 1 



«—±2' '' "*"*' ' 1.C, — +CÏ + C, 



y = sin (x — C,) + C,. 









5 ^, + (W^i:!î^^ 



On trouve : 

dp 2xdx 

puis, par intégration dans laquelle on prend - pour 
constante arbitraire, 

p a* -|- a6 



^l+p' 
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D'où, 

x* -\-ab 

^^l/û'-lx' + «(.)■' 

et, parBuile, 

■ (a:' + ah)dx 



-/^ 



l/a* - (^ + ah^ 
C'est l'équation de la courbe élasligue. 



6. (x + <.):ô+ 



**'?/ , (''y]' <v 



djt' \rfx/ i/at 
On obtient d'abord : 

pdx p'xifx 

X -\- a X -j-a 

<!qualion dont l'intégrale, dans laquelle -^ désigne la 
constante arbitraire, fournit : 



D'ofa 



i_i/j' — c; + c,. 
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Mir-»s="[(SF+-{g)t- 

Oa trouve d'abord : 

-4=-['--(|)]- 

équation forme Clairaut dont l'intégrale est 

p-C,ij + nV\+aV,. , 
D'où 

C.y-H«l/i+«'CÎ 
et 

X = i log (C.y + « L/T+VCÎJ + C, ■ 
Si l'on élimine C, entre l'équalion 



p = C,y -f- » l/l -t-u»CÎ 

et sa dérivée par rapport à C,, on obtient pour solution 
sii^liëre : 



d'où, en vertu de l'équation ^ = p, 



io..vg-(.+^-)(|)' 
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"-g-4+'(2 


"4-)' 

1 




+ v/5r=P 




Si l'on 


dy A 
pose, -««y et ^ 


= ty , on trouve 


pour trans- 


formée: 
et, en in 


(/a — « 
tégrant, 


rfx 

X ~ 


I/o'-.' 






n 


Vr 


:^+c, 




D'où, 


en vertu de l'équalioi 


* 

i-"»' 






*__ 




sili: 





et, en intégrant de nouveau, 

„ V/a' — I* = C log (m I/o' — x' -|- C,) — n* log C^. 

équation homogène en t/z , i/ , (/^ et d^. 
On obtient d'abord 



D'où, en vertu de l'équation (6), 
du ttdp 



Transformant comme dans l'exemple [l, cas 7", on trouve : 
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y 

i-C,-C,log(j_i,C,). 

rfi" \* dxl 
équation homogène enx,y,dx,dyet (Fy. 
Un obtient en premier lieu : 

? = (« — P)'. 
et, par substitution dans l'équation (6), 
dp — pdu ^ — udu , 
équation linéaire dont l'intégrale est 

Substituant cette expression de p dans l'équation (4), on 
trouve : 

dx du e-'du 

x" "~ 1 + C,e' ~ e— + C, ' 

et, par intégration, 

^.- + c. 

d'où 






<i — C,i 
Cest l'intégrale demandée. 
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U. |_u„, 


s 




On tire de cette équation, 






du 


et, en dérivant. 








d. 


d'y 

.fa" 




'+(:f 



di . / jduY 
Sironrempiace— par Y^ 1 +[ — I , il vient 



,fy 



Cette équation a été intégré© dans l'exemple du cas 2". 

18. M. + i) -(!)■■ 

Si l'on opère comme dans l'exercice précédent, on trouve : 



équation dont l'int^^le est 
y„ï=^V/(x_C.r-I-îlog[^{:r-C.)+^/(x_C.)'-ll+r, 
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16. La projection du rayon de courbure d'une courbe 
sur une droite donnée est de longueur constante a. Quelle 
est cette courbe ? 

Prenons la droite pour axe des X et une perpendiculaire 
à celte droite comme axe des jf. 

Si l'on représente par a. l'abscisse du centre de courbure 
d'une courbe, la projection du rayon de courbure sur l'axe 
des X est 

'+(l)' di, 

rf*y dx 
L'équation différentielle de la courbe clierchée est donc 



d'y dx 
dx* 

On obtient d'abord : 



(Casa 



et, par intégration, 

I — C, 



- = log 

Par substitution de 
dy 



Par substitution de l'expression de dx dans l'équation 
—p, on a : 

adp 



*-.+/ 



et, en int^rant, 



s- 
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L'élimination de p entre les équations (1) et (3) donne 
pour la courbe cherchée : 



17. Une courbe, passant par l'origine des axes rectangu- 
laires auxquels elle est rapportée, est telle que si, par un 
quelconque de ses points. M, on mène l'ordonnée MP et la 
tangente dont la longueur est MT, l'aire du triangle MTP 
est proportionnelle à l'aire OMP comprise entre la courbe, 
l'ordonnée MP et l'axe des abscisses. Quelle est celte 
courbe! 

La traduction analytique do l'énoncé est 



dx 
Si l'on dérive cette équation, on trouve : 

rf'y ^2 — 2(1 IdijV 
dx' y [dx! 

et, par intégration, 



C,(-ia— I) ' 
équation d'une parabole d'un ordre supérieur. 

18. Chercher une courbe telle que l'arc, compté à partir 
d'un point donné, soit proportionnel à la sous-tangenle 
augmentée de l'abscisse. 

L'énoncé fournit l'équation 
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Si l'on dérive et que dans le résultat on remplace — par 



\/ 



i -\- l-T-l , OQ trouve : 



équation différentielle dont l'intégrale est 

(a-l)s- a-f-) 

CHAPITRE XVI. 

INTËGRAnON DES ËQUATIONS LINÉAIRES SIMULTANEES 
A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

L'intégration de tels systèmes d'équations qui renferment 
3, 4, etc., variables, dont une seule indépendante, peut 
s'effectuer par deux méthodes : l'une où l'on emploie la 
dérivation pour éliminer les variables dépendantes, une 
exceptée; l'autre qui procède par indétermination. (Méthode 
de d'Alembert.j De ces deux méthodes, nous ne rappellerons 
ni n'appliquerons que la première qui conduit aisément, 
pour déterminer la variable dépendante non éliminée, à 
l'int^ratîon d'une équation linéaire à coefficients constants ; 
intégration dont noua avons présenté les différents cas, 
chapitre XIII. 

Soient les deux équations linéaires simultanées de pre- 
mier ordre 

^=F(x,s,!) (1) 

'-nx,y,z) (2) 
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Si l'on dérive la première et que, dans le résultat, on 

remplace— et-p par les seconds membres des équations 

proposées, on trouve : 

d'tj 

^,= F,(x..v,ï); (5) 

et si l'on élimine s entre les équations (1) et (3), on obtient 
une équation linéaire de second ordre qui, intégrée, 
donne y en fonction de x, avec deux constantes arbitraires. 
Quant à l'expression de t, en x, avec les mêmes constantes 
arbitraires, elle est donnée par l'équation (1) dans laquelle 

du 
on remplace d'abord jf et — par leurs valeurs respectives. 

Soient les trois équations linéaires simultanées, de pre- 
mier ordre : 

It!-*^^^'^'^'" (" 

'^^ = f(x,y,z,l) (-2) 

dt 

=.r{x,,j,z,t) (3) 



Si l'on dérive deux fois la première et que, dans le 

résultat de chaque dérivation, on remplace — , — et -;- 

ax tlx dx 

par les seconds membres des équalions données, on obtient : 



S-..'., 



L'élimination de s et de f untre les équations (1), (4) et (6) 
fournit une équalion de troisième ordre qui, intégrée, 
donne y en fonction de x, avec trois constantes arbitraires. 
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L'élimination de l entre tes équations (1) et (4) donne une 

équation de laquelle, après avoir remplacé y, — et -p-, par 

dx aar 
leurs valeurs, on lire l'expression de z. 

Puis l'expression de I s'obtient au moyen de l'équation (1) 

dans laquelle on substitue d'abord à ^, à 2 et à ~ , leurs 

dx 
valeurs respectives. 

Même niarched'intégration pour des systèmes de i,5, etc., 
équations linéaires de premier ordre. 

Si les équations simultanées sont d'un ordre supérieur, 
on les transforme de manière que l'intégration soit ramenée 
à celle d'équations du premier ordre. 

Soient, par exemple, les deux équations linéaires simul- 
tanées de second ordre : 



/ dy dz\ 

Si l'on pose : -^ = w' et — = z', on est ramené à l'inté- 
dx dx 

gration du système des quatre équations de premier ordre. 





-»'. 








dz 


-'■, 








(.'* 










dx 


_K(i 


y 


' 


y 


dz' 


-l\' 


y. 


Z 


y' 



Tels sont les procédés que l'on pourrait toujours suivre 
rigoureusement pour intégrer, quand l'intégration est 
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possible, des équations linéaires simultanées à coefficienis 

constants. 

Mais, sans donner aux équations les formes explicites 
sous lesquelles nous les avons présentées, l'examen de tel 
système particulier d'équations suggère souvent des moyens 
d'arriver au but plus simplement, tout en restant dans 
l'esprit de la métbode. 



Soient les équations 

... (1) 
... (2) 

Dérivant la première et substituant, dans le résultat, la 



el en additionnant, membre à membre, les équations (1) 
et (3), afin d'éliminer z. 



équation linéaire de second ordre, à coefficients constants, 
dont l'intégrale générale est 



y = C,e" -f- C,e'' 
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l'équation (1) donne ensuite : 
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dx . 



du 
La substitution de ces expressions de y et de — dans 



^--j<:,^-jC,.- + ^x-^- 



Exenpie ■■■ 

Soient les équations 



li + bz + cl-O, (1) 



- + "'j + rt-0 (2) 

; + a", + 6".-0 (3) 



Dérivant deux fois la première el, dans Je résultat de 

chaque dérivation, remplaçant— et — par leurs valeurs 

ax ax 
fournies par les équations {% et (3), on obtient : 

-l-(ba' + ca-')y-cb"z-bc't=.0, . . (4) 



cPii du 

y4 — (&«' -!- "") / + (™'6" 4- te'"") J -f- ''c'fr"^ + cc'b-l=Q. {5) 

Éliminant zeit entre les équations (1) et (S), on trouve ; 

-^ — (lia' + ca" + c'fc") j- -h (ca't" -f 6c'o"J ^ = 0, 

équation linéaire dont l'intégrale générale est 
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quand on représente par a, ^ et y les racines de l'équalion 

auxiliaire 

r» _ (Ui' + ta." 4- c't") r + (ca'h" -Y he'a'") = 0. 

L'expresaioD de if donne : 

^ = .Ce" + pUe^ + rC^. 
et 

puis, en éliminaDt tour à tour ( et z entre les équations (1) 
et (4) et, dans chaque équation résultante, remplaçant y, 

— et -ri par leurs valeurs, on trouve les expressions de z 



Soient les équations 



l^+Sy + U-e-.. ..... (0 

\tPz 

{■T-,-y~Zz = -x. (2) 



De la première, on tire immédiatement : 



d'où, en remplaçant — j par sa valeur fournie par l'é 
lion (2) : 
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Élîminaot z entre cette équation et l'équation (1), on 
trouve : 

équation donl l'intégrale générale est 

y = Ce*^ + CC*^ 4- C, cos a; + C, sin X + e" — 2a;; 
d'où 

-^ = 2C.e^' + 2Ce-*' — C cos a: — C, sin a: + «-. 



(ioa (Ij, on en tire : 



I + .-.-0, 

J.^Zy — Sz — 0, 
dx , * 

t/ = Ce' + Ce-, 
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y _ «-•{€., cos X + C sin x) , 



f J^_17y_40z- 



,__(!c,^+'c^+"+m 






(_ + 4j + 3,_i.x. 

j — (C, + C^)e-+ 5» — 9, 

j = {C, — 2C, — 2C^)e-'— 6l + l*. 



11 
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||_5. + 4,_0 (,) 

'■ S+'-" (" 

[^+2s-._o. ... : m 

La dérivalion donne les trois équatioas : 

rf*V (Pz (fl 

— — â \-i — — 0, 

rfi' (tr' (i*x 



rfir' (/x rfx 
et si, dans la première, on substitue les valeurs de -r— et de 

^t 

■r-. tirées des deux autres, on obtient : 

(te* 

d'y rfj/ d« d( 

(/x* rfx (fa rfx ' 

d« (U 
Remplaçant, dans cette dernière équation, -r ^^'T' P'^ 

leurs valeurs données par les équations (2) et (3), il vient : 

£?[_8^-6v + 32 — 4/=0. 

Enfin, entre l'équation précédente et l'équation (1) élimi- 
nant » et I, par addition, on trouve : 

équation dont l'intégrale est 

y — C,e-' -|- C,e-»*-H Cie*". 
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Cette expression de y fera aisément trouver : 
o a 



- — 52y + 58z + 47( = 0, 

r ^^ ^ 

Si l'on applique rigoureusement la r^le rappelée plus 
haut, on obtient : 

y= C.C-+ C^-+ C^-^ 

1^ 



-r,.'+jC,.-+jC.e-- 



Ifj 



j-t-'j-î-o. 

— + 4j, + 2.-0. 
Si l'on opère ccn".n:c (Tans l'exemple III, on Irouve : 
y « C, cos l/3i -}- C, si» l/Sï -[- C, cos I/Ôj: +C,sinl/Ca:, 
ï=4C,cosl/3i+4CtSiiil/3x + C,cosl/Cx +C,8in\/6x. 



1 '^î/ „''y 



2X+1' = 



sSx, 



l5? + »SÏ + ^ + =' + =» = =' 



(1) 

(2) 
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L'élimi cation de 2 fournit : 

-^ + 5 r^ + 6y = 2 cos x + 2 cos 2a; — 4 sin 2a;. 

D'où 

y = cos Sx — 2 8În 2x + cos a; -}- Ci cos \y^x + « ) 
+ Ceo8(l/3a;+p). 

Substituant les valeurs de y, —et -.dans l'équation (1), 
dx ilx* 



-7-i. Puis une nouvelle substitution des valeurs de u, -t-, 
diD* '^ (te 



dx dx' 

z <= sin 2x — - cos 2x — 00s x — d cos (l/2x -f- «) 



-ï/âC, sin(l/2t + «) — C, cos(l/3x + p) 



CHAPITRE XVII. 

INTÉGRATION DBS ÉQUATIONS AUX DËItlVËES PARTIELLES. 

Section I. — Équations linéaires, du premier ordre. 

Soit z une fonction des variables indépendantes x et y. 
La forme de l'équation aux dérivées partielles sera 

P/.+Q9 = R (1) 
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» et g représentant respectivement — et — , et P, Q, R étant, 

dx dy 
en général, des fonctions de x, y, z. 

Pour obtenir l'intégrale générale de cette équation, la 
théorie enseigne qu'il faut d'abord intégrer les équations 
simultanées, si faciles à former, 

dx dy dz 

'p""q"""r • ■ ■ ■ ■ (2) 

et que si les intégrales de ces équations sont 

U=a et V = p, (3) 

U et V représentant des lonclions de x, y, z et a, p des 
constantes arbitraires, l'intégrale générale de l'équation (1) 
sera 

V-f(U), (4) 

cf> (U) représentant une fonction arbitraire de U. 

On peut déterminer la fonction (p en astreignant la sur- 
face que l'équation (4) représente, à passer par une ligne 
dont les équations sont 

lF(«,y,2)-0,j 

|f,(«,,,.)_u.1 I" 

En éliminant alors x,yetz entre les quatre équations (3) 
et (S), on parvient à une équation entre <x et ^, puis, rem- 
plaçant dans cette équation a par U et ^ par V, on obtient 
l'intégrale particulière cherchée. 



De même, soit u une fonction des variables indépen- 
dantes X, y et z. La forme de l'équation aux dérivées par- 
tielles sera 

Pp + QV + Rr = S, (6) 



dx' dy dz 
R, S étant, en général, des fonctions de x, y, z, u. 
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Pour obtenir l'intégrale générale de cette équation, il 
laut d'abord intégrer les équations simultanées 
dx dij dz du 

et si tes intégrales de ces équations sont 

U = «, V — p, W = y, 
U, V et W représentant des fonctions de x, y, s, u et a, p, y 
des constantes arbitraires, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (6) est 

W=.p(V,U), 

<p (V, U) représentant une fonction arbitraire de V et de U. 

RxeMple I. 

Soit l'équation 

a,, + hqr^\ 0) 

Les équations simultanées à intégrer seront : 

dx dy dz 



9) 



dx dz dy dz 



dont les intégrales sont 

a: — ai = B et y — 6z = p. . . . (3) 
L'intégrale générale de l'équation proposée est donc 

1) — bz ^ f{x — az) (4) 

C'est l'équation des surfaces cylindriques. 

Pour déterminer ^ , ou trouver une intégrale particulière, 
assujettissons la surface à passer par l'ellipse dont ies 
équations sont 

« = et ^! + ^=l (8) 
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Entre les équalioDS (3) et (5), éliminons x, y et z. Nous 
trouverons : 

^ + ^=1; 

A' ^ B' 
et, en remplaçant, « par x — as et p par y — bz, 

i' "■" n> ^ ' 



équation d'un cylindre elliptique. 

KSFHiplO II. 

Soit l'équation, 

,lz dz 

D'où, les équations simultanées 1 
dx (ly dz 
y* xy axz ' 
OU bien 

(/y dx dz dy 

xy y* axz xy' 
ou encore 

vdu^^xdx, — ^o — . 

y 
dont les int^rales sont 

i=2+i et logz = alogs + logp, 

ou 

y* — a;'»=a et a = py", d'où 



L'intégrale générale de l'équation proposée est donc 



Ay*-'^')- 
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Biewrio m. 

Soit l'équation 

du du du 
a — + 6 — + c — =. lyz. 
dx dy dz 

Les équations simultanées seront 

dx dy dz du 

abc xyz 
ou bien 

dy dx dz dx du dx 

b a c a xyz a 

Les intégrales des deux premières de ces équations sont ; 

ay — bx = ix et oî — cz = p, 
d'où 

V = — ^ — et 2 = !— n — 
a a 

Substituant ces valeurs de ^ et de s dans la troisième, 
il vient : 

a'rfw = 3c(« -j-ftï)(P -H cx)dx. 

et, après développement du second membre et intégration ; 

a'u~>.p'Ç-i-{bp + c^)j+bcj + r. 

Si l'on remplace, dans cette équation, a et ^ par leurs 
valeurs, on trouve : 

x' a;* i* 

a'u = û'tfi - — a{bz + cy) -. + 6c — -[- r* 

L'intégrale générale de l'équation proposée est donc 

--* x" x' 

' -=-^«1 — CI, «s — 6a:}. 
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1, py — qx = est l'équation différentielle des surfaces 
de révolution. Génératrice: circonférence de rayon variable, 
dont le centre glisse sur l'axe des a d'un système de coor- 
données orthogonales, et dont le plan reste parallèle au 
plan des xy. 

Cela posé, chercher l'intégrale générale de l'équation, 
puis des intégrales particulières en prenant tour à tour 
pour directrice : 

1" Le cercle dont les équations sont a; = et j/* -j- ^ = R'» 
«•L'ellipse id. id. a; = Oet^ + -=l; 

3° L'hyperbole id. id. i— et ri ;^ ^ i 

ir c 

i" La parabole id. id. x=(iety*='^pz. 



Les équations simultanées sont : 
dx dy dz 

'Leurs intégrales : 

a:'4.y' = a et z = p. 

L'intégrale générale de l'équation py — qx=-Q est donc 

Les intégrales particulières que l'on trouvera en opérant 
comme dans l'exemple I, sont : 
1» a;'+i(*+»* = R', équation d'une sphère ; 

a^ + W* « 
2* — jT |--3=^i id- d'un ellipsoïde de révolu- 
tion ; 
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3" — r- j = ^ ' équation d'un hyperboloîde de révo- 
lution ; 

i" a;'+j/'=2p*, id. d'un paraboloïde de révo- 

lution. 



2. px-^-qy^^O est l'équation différentielle des conoîdes. 
Génératrice : droite qui se meut sur l'axe des z d'un système 
de coordonnées orthogonales en restant parallèle au plan 
desxy. 

Chercher l'intégrale générale de l'équation, puis des 
intégrales particulières en prenant tour à tour pour direc- 
trice : 

1' Le cercle dont les équations sont a; = o et y' -f- 2*^ R'; 

2" L'ellipse id. id. x = aet^'\- -=\ ; 

(? 

4" La parabole id. id. a;=aeti/' = 2p2. 



L'intégrale générale cherchée est 



et les intég 


^)es particulières : 


!• 


iV + aV-R- 


*> 


.V «y , 


S- 


--f^-.. 


* 


$-è-- 
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3. px-i- qU'^z est r»iqnatioii différentielle dea surfaces 
coniques. Génératrice : droite tournant autour de l'origine 
d'un système de coordonnées orthogonales. 

Chercher l'intégrale générale de l'équation, puis une 
intégrale particulière en assujettissant la surface à étro 
tangente à la sphère dont l'équation est 



De l'équation px-\-qy = z, on tire, 
t/j: dy dz 



équations simultanées dont les intégrales sont : 



L'intégrale générale cherchée est donc 



Pour trouver l'intégrale particulière, il fout d'abord 
chercher la courbe de contact de la sur&ce conique et de la 
sphère à laquelle elle doit être tangente. Or, pour tous les 
points de cette courbe, les plans tangents aux deux surfaces 
coïncident et, par conséquent, pelq sont les mêmes. 

De l'équation de la sphère, on tire : 

a; y 

Substituant ces valeurs de p et de 9 dans l'équation 
px-i-qy = z, on trouve : 

x' + !,*+z*-cz = Q. 

Cette équation et celle de la sphère représentent simul- 
tanément la courbe de contact. 
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Si l'on remplace dans ces deux équationS'X par u et|f 
par pz, puis que l'on élimine z enlre les équations résul- 
tantes, on trouve : 

et, en remplaçant a par- et fl par ^ : 

{:t' + t,')(c'-R')-RV = 0, 

éqaalion d'un ciïne circulaire dont le sommet est l'origine 
et l'axe, l'axe des g. 



4 

In 


Wgral 


générale 




5 


ilz 


dz 
'dy~ 


' + S- 



'-x^y-i-fix'-^y*). 



j — log lang - a 4- f (y — log sin x 

1 (/î 1 rfz ) 

■ x"dx fj'dy'^ g'*' 

dz , 'Iz 

S. x'' — ~x'-'y—^gz. 

dx dy 
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ÉqualioDS simulUiDées : 

X-'y 

Intégrale générale de l'équation proposée 



dx dx 
et — = — . 



ie"^-' 



= f{^y)- 



ydz xdi 
9. -y+'-r'-'^y'- 
e' dx e' rfy 

Équations simullanées : 

e'djf e'rfx dz e'dx 

X y xyz y 

Intégrale générale de l'équation proposée : 



Des équations simnllaaées 
dy 



di 
et — = - 



/i_x' ^ 1/1— X» 

on tire, pour intégrale générale de l'équation proposée : 
z=- — \/\ — a;'-f- y(yl/') — i' — xl^l — y*}. 



dx ' ^ dy dz 

Équations simultanées : 

dy dx dz dx 
y' "^ x' ' z* x' 
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Intégrale générale de l'équation proposée : 



-='K-^)'(;-D]- 



du , du du 
dx dy az 

Équations simultanées : 

dy dx dz dx du dx 

b a c a é"^'*' a 

iDtégrale générale de l'équation proposée : 



du 



du , 



du 



Équations simultanées : 

dy dx dz dx dx 

ycosx siu X z taiig x siii x u se 

Intégrale générale de l'équation proposée 



u = tangx.f 



y 

sinx 



taûg T+5 



X dx y dy z dz 



_^' + .v' + «' 



De l'équation, on tire : 
xdx ydy 



,'^.x'_|_„' jj_|_j,^„, a;'+f/»+i»« l'-j-^'^ji 
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L'égalité de ces rapports donne : 

xdx + t/'/r/ -f- -''' + w''" y^y — xdx 
3|,-f+y+3' + w') "" a:' — y' 
D'où, en posant a:' + y* -)- »* + u' => « ; 

6 « ^ ~2 y — x* 
oa 

« "" y' — ac' ' 

et, par intégration, 

■ log g 5 log {y* — l'j + log «, 

ou 

s(a' — *')'•= «. 

On trouverait, de iDéme : 

«["' — ïV = r. 
L'intégrale générale de l'équalion proposée est donc 

IS. Intégrer l'équation linéaire du premier ordre après 
avoir oherthé le facteur v qui rend l'intégration possible. 

Au ]iréaluble, rappelons que si le premier membre de 
toute équation du premier ordre, Mdi: + Nify = 0, n'est 
pas (lifliTcnticlle exacte, il existe toujours un facteur i» tel 
que V (Bl(/a; + Nt/y) soit expression intégrable. 

La condition d'tnlégrabilité fournit alors l'équation 

«y dy tlx dx 

ou 

,dv ilv im i/N\ 

^T-'^Ti-'bi-Tj-' ■■■('> 

équation aux dérivées parlialles qui, dans un petit nombre 
de cas, peut servir à déterminer v. 
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Revenons à la question posée. 

DansTéquatioD linéaire de preinJerordre,fii/-{-P|f(iiC'=Qdir. 
présentée sous la forme 

{Py-Q)dx + dy=0, 
on a : 

M-Py-Q, N = l, d'Où ?-?=P. 
dy dx 

Substituant ces valeurs de M, de N et de — ■ , dans 

dy dx 
l'équation (1), on trouve : 

dv „, dv 

D'où les équations simultanées : 

dx dy dv 

T""q — Pj/"^' 
L'une d'elles 

dv dx 

fournit facilement 

Si l'on multiplie les deux membres de l'équation pro- 
posée par e^'"'', on obtient 

tf"-dy + Pyef^dx — ef"^Qdx, 
ou 

d.ye^'*'=ef'-'Qdx. 

D'où, en intégrant, 

y = e-f*"{/ef"^Qdx-\-C). 

16. Intégrer, comme dans l'exemple précédent, les équa- 
tions : 

(<xy — I)rfjc + {1 -|-x»)dy-=0, 
[i + 5) dx + f 1 + 2x — *y) dy — 0, 
et (x' + y") dx — y{x — y) dy = 0. 

17 
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On obtient : 
Multiplicateurs respectifs : 

Inlégrales : 



- log{x -J- s)" l/x*— xy + y" + ■— arc Uog — — f . 

5 1/5 yvz 



Section 11. — Équations qui renferment les dérivées 
. „ dz ds 

partielle» —^pel -r^=<l ^ puissances et en produits. 



Soit l'équation différentielle 

F(x,y,ï,p,?) = 0, (J) 

dans laquelle z est fonction de x et de y, et les dérivées}) 
et q des fonctions de x, de y et de «. 

Puisque la dérivée totale de p par rapport à y doit être 
égale à celle de q par rapport à jt, on a : 

(^p dp dq dq 

dy'^dâ^^di'^di^' 
ou bien 

±^^J + q^~p^==Q. ... (2) 

Gela posé, on démontre dans les couns que si, de l'équa- 
tion (1), on tire la valeur de q : 



9 — A*. !/.«.?) 
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et que l'on substitue dans l'équation (3) cette expression 
de q et celles de ses dérivées ^ et -^ , on obtient une équa- 
tion aux dérivées partielles, linéaire et de premier ordre, 
entre les quatre variables x, y, z et p. 

L'intégration de cette équation, effectuée comme dans la 
section 1, donne p, et la substitution de p dans l'équa- 
tion (3), fait connaître q. 

La substitution de ces valeurs dep et deq dans l'expression 

dz = pdx 4- qdy (4) 

fournit ensuite une équation différentielle qui, intégrée à 
son tour, conduit à la valeur de z. 

La première intégration aura donné p avec une constante 
arbitraire a et, la seconde, z avec une autre constante arbi- 
traire p. Restera à remplacer p par cp(a], c'est-à-dire une 
fonction arbitraire de a. 

Nota. — Si, de l'équation (1), on tirait d'abord p en fonc- 
tion de X, y, z et q, un procédé de calcul analogue condui- 
rait à l'intégrale cherchée. (Voir l'exemple II.) 

Exemple I. 

Soit l'équation p' -f- ç»— . 1, 

On en tire : 

q = ûz\/T^^, 

dç ^:p dp 

dx"^ 



Substituant ces valeurs de fl, ^ et -^ dans l'équation (2), 
dx dz 
)n trouve : 
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D'où les équations simultanées : 

rfy dx dî dp 



--=— — ou dp<=0, donne p = a. 



L'une d'elles, 
dp___ 
±1 
Par suite, q = ± \/ \ — «». 

La substitution de ces valeurs de y e\. A^q dans l'équa- 
tion (4), donne : 

dî = arfx ± 1/1 —a* dy, 
et, par intégration, 

« = aX± 1/1^^3/ + .(«). 

Rienple II. 

Soit p = (?y + »)'; 

La substitution dans l'équation (2) donne : 

Donc les équations simultanées : 

f 4- \d _^=_J^ ^ 

2— ,ontireenintéKraiit, fl=--r- 
y ^ ^ t 
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Par suite, on obtient : 



La substitution des valeurs de ^ et de 4 dans l'équation (3) 
fournit : 

ou 

dz it/'/ =(- +zl dx, 

ou encore 

équation dont l'intégrale est 



[- + .][x + ,(.)) + 1_0. 



2. P-Î--1. 

On trouve dp = 0, et, en faisant p = a.", on obtient : 
I — I-I + — J + ,(.), 

3. P- + Î--1. 



4. pq — x. 
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5. pq^Z. 
On trouve : 



V=y-\-' et ç = 



dz = (y + 'i)d^-\-——dy, 



dz zdy 



= rfï, 



Vv + "^ 

Donc, par intégration, 

î = (y -|-«)[x + ,(-)]. 



On obtient : 



dz = Vy* -\- «Vx -f- - 



7. ? = pV 






9. q^p'xy. 



=■- «LX -\- a*y + f[a). 



i = 2«l/x+^+^(«). 
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10. 9=i(pjc+ï)«. 
Intégrale : 

11. q = px-{-p\ 
On trouve : 

p <~ ae»; et, par suite, q = axi\> -f- nV*. 

D-od 

tlz = a^dx-{-ax^dy + a'e^dy, 
ou 

et, par intégration : 



-■ (S-(|)--«- 



L'équation peut s'écrire ; 



s) ('' 5)-='' 



et, si l'on pose, 

x'= / x'^dx, y'=./i/""dy, %' =^ j iT^'dz, 



d'où 


dx' 


«ï-z- 




da' 1 
et :7-, ~ y- 


5"+ 




on TOit 


que 


l'équation proposée devient : 












Ms'\- 


(sr='^ 












\iA 
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d'où (voir exercice 2], 

Remplaçant x", y' et z' par leurs valeurs, on trouve pour 
l'iat^^e cherchée : 



Section III. — Équations linéaires d'un ordre supérieur 
au premier. 

It n'existe point de méthodes générales pour intégrer des 
équations aux dérivées partielles d'un ordre supérieur au 
premier. Nous ne rappellerons que l'intégration de deux 
équations linéaires du second ordre, intégration qui se 
présente souvent dans des questions de physique mathé- 



1° Soit l'équation 

— -I-A- 



dans laquelle A et B sont coefficients constants. 

Si l'on pose a; = c" + ^'j a et p étant des quantités indé- 
terminées, on trouve l'équation auxiliaire : 

«•+ Aap-|-Bp' = 0, 

ou 

fi' ' fi ^ 



et in^les, ou imaginaires, ou réelles et égales. Dans les 
deux premiers cas, si l'on représente par m' et m" les deux 
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valeurs, on obtient pour intégrales particulières de l'équa- 
tion proposée, 

et, pour int^rale générale, 

3 = j>(y 4- m'x) + ^(y + f»"x), 

^ et <{j désignant des fonctions arbitraires. 

Dans le dernier cas, si l'on représente par m' chacune 
des valeurs réelles et égales, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (1) est : 

ï = f (y +n»'a^) -h^l-is -f '^'■^)- 

Si le second membre de l'équation (1), au lieu d'être nul, 
était en général fonction de x et de y, on pourrait appliquer 
le procédé d'intégration qui suit. 

3o Soit l'équation 

tPz d*z (Pz 

*?+-Ë^,+«.T--" ''' 

dans laquelle P, Q et R représentent des fonctions de x, y, z, 
pet g. 
Formons, méthode Monge, les systèmes d'équations : 

idy — m'dx = ii, 
m'dp + Qdq — Rm'dx = 0; 
et 

idy — m''dx'^0, 
m'-dp-}- Qdq — Rm"daT = 0; 

dans lesquels m' et m" sont les racines de l'équation 

m» — Pin ^ Q = 0. 

Les intégrales U ^3 a et V = S des équations de l'un des 
systèmes fourniront pour intégrale première de l'équation 
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proposée, l'équation aux dérivées partielles de premier 

ordre 

f représentant une fonctioD arbitraire. 

Et l'intégrale de cette dernière équation sera l'intégrale 
complète de l'équation (3). 



Soit à intégrer l'équation 



puis à déterminer les fonctions arbitraires de la solution. 
Si dans l'équation (qui se rencontre dans le calcul des 
petitsmouvementsdes fluides élastiques), on'poseî=e""^', 
on obtient l'équation auxiliaire 

D'où 

« = i: ap. 

De là, les intégrales particulières 

puis l'intégrale générale : 

z = f{tj + ax) + i,{y — ax). 

Pour déterminer les fonctions arbitraires ? et iji, suppo- 

sons que l'on donne les valeurs de s et de — pour a; = ; 

dx 
si l'on désigne ces valeurs par /"(y) elf, {y), on aura en 
faisant x ~ dans l'intégrale générale et dans sa dérivée 
par rapport à x, 

f{y) + Hy) = f{y)f (*) 

et 

ï'{y)-*'(y) = ^/;(y) m 
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Multipliant les deux membres de la seconde de ces équa- 
tions par dy, intégrant et représentant y^, [y) dy par F {j/), 
on obtient 



f(y)-^(5) = -F(y) + C. 



Par addition et soustraction, membre à membre, des 
équations (1) et (3), on trouve : 



F(y) + c , 






m-' 

d'où la valeur complètement déterminée de x, 

f{y + ax)+f{y-ax) , F(y + ax) - F(y — ax) 



Soit l'ëquation 

dxdy dy' 



; + (»H-')^+"'f 



m'— Pm -f- Q = donne 

m" — (a + 6) m + tt6 = 0, 

équation dont les racines sont -{- a et -}- d. 
D'où les systèmes d'équations : 

i dy — adx^O, 
( dp -^- bdq — x^dx -^ 0; 
et 

( dy — bdx = 0, 

} dp -j- adq — x"dx = 0. 
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La première des équations du premier système a pour 



et, la seconde, 

Une intégrale première de l'équation proposée est donc 



dz , dz 1"+' 

équation aux dérivées partielles de prem 
fournit les équations simultanées : 

dx dy dz 


\ b 
L'une de celles-ci, 

a pour intégrale 
L'autre, 


dy dx 

y-6x = «'. 
dz dx 


m + 1 


+ r'(!'-«^) ' 



si l'on remplace y par sa valeur tirée de l'intégrale précé- 
dente, donne : 

dz = S^dx-l-f'[<,- + (b~a)x-]dx, 
ou bien, 
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puis, par intégration, 



ou, plus simplement. 



-f(y-ox) = p', 



-f{y~ax)=p 



{m + 1) (m J- 2) 
L'intégrale de l'équation (1) est donc 

D'où, 



pour intégrale complète de l'équation proposée {*). 

RX«BÉpl«l ■■■• 

Soit l'équation 

ou 

tPz y d'à I y' **"■* __ „_. . 
rfa:' X dxdy x* dy* 

Ijâ condition m* — Pm + Q = donne 



équation dont les racines sont toutes deux - 



C) On aurait pu trouver l'int^ratc (3) plus simplement, en cher- 
chant d'abord, par la méthode de l'exemple précédent, l'intégrale de 
l'équation proposée, dépourvue du second membre, puis ajoutant au 
résultat l'eipression de l'intégrale doubleyitc /a^-itr. Hais e'est là 
un procédé particulier. 
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D'où l'unique syslèrae d'équations : 



f <tp -i-~dg — ir'*~'i("rfx = 0. 
e !a première est - = a. 

X 

La seconde, si l'on remplace y par ox, devient 
et a pour intégrale 
ou 

L'intégrale première de l'équation proposée est donc 



P + Zl- 



n-\-n-\ 



et, si l'on intègre cetle dernière équation, on trouve pour 
intégrale complète de l'équation proposée : 



M^^:ir^)+"(â + *(f)- 



Od trouve : 
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s. 


d^^'' dy' 


= 0. 






L' 


ntégrale est 










'-f(y + 


oïl/^) 


+ *(» — " 


.1/^) 


3 


«"ë+- 


— + {- 


rs=«- 




Or 


obtient ; 









'h(;r']+-h(3" 






Intégrale : 



(^^+ï) + *(h:^^+^)' 



(^£ 



De celte équation et de celles qui sont proposées dans 
les deux exercices suivants, on cherche l'intégrale par le 
procédé rappelé dans l'intégration de l'équation 

tPz <Pz <^z 

si+'sç+'j?-» ■••■<-) 

Que l'on pose z = e"'+^', et l'on obtient pour équation 
auxiliaire 

ap -f n« + 6p + o6 = 



Radnes : 

„ b et p = — 
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Intégrales particulières ; 

Intégrale générale : 

z = e-"f(y)-\-e—''^{x). 

iPz ,d*z , dz tfz 

dx' ay' dx dy 

On obtient : 

z = e-"* ?{y + ax} + -(, (y — ax). 

d^m d^x (fa d^z 

rfx' di'rfy djrrfy' d/ 

Équation auxiliaire : 

l-(2a +6) !] + [«• + 2a6)^-a'fc = 0; 
dont les racines sont 

-= . - = « et ~-=a. 
Intégrale : 

d'z 2rfa jfTz 
dar* xdx dy* 

Si l'on poBeu='2z, u étant nouvelle variable, on trouve : 



dx* dx' dx 
rfV d^z 
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Or, l'équation proposée peut s'écrire : 

S'z , dz . d'z 

i-j-j-l-S — =o»jc-— ■ 

dx' dx dy* 

Par substitution, l'équation se transforme donc dans la 
suivante : 

rf|u_ ,dNi 
dx* rfy' 

D'où (voir l'exemple I), 

L'intégrale de l'équation proposée est donc 

« — [ï (.V + û»^) + 'f (y — o^)]. 



Si l'on opère comme dans l'exemple II, on trouve pour 
intégrale première de l'équation proposée : 



et, pour intégrale complète, 

dx* dxdy dy* ^ 
Intégrale première ; 

dz , ■. dz x'y a;' , , . , 
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Intégrale complète : 



24 



f(y + «)+^(!/ + *it)- 



iPz d*z . tP% 

' dx' dxdy dy' 

L'équation peut s'écrire : 

d}z „p ri'z , p''^z_Q 
dx* q dxdy q' dy' ' 

et donne 

q 9' 
équation dont les racines sont égales : m' = tn" = — - ■ 
O'où l'anique système d'équations ; 

!dy + - di =■ 0, l pdx -j- qdy •« 0, 

ou ( 
9 9' ( P ? 

La preniièi% peut s'écrire dz=(i; intégrale z = a. 
L'intégrale de la seconde est-^ p. 
Donc l'intégrale première de la proposée est 

ou, puisque f{z] >= f (a) , constante que l'on peut désigner 
par C, 

dx dy 
D'où l'intégrale complète de l'équation proposée 

a — +[y-f-it,(ï)]. 
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Si l'on pose p + ç = ), , l'équation peut s'écrire : 
dx* 1 + ÇA dxdn 1 4- qA rfy' "^ ' 



et fournit 



1+9* 1 + ÇA 



(1) 
(2) 



équation dont les racines sont : 

t +ba 
m' = 1 et m" -= ^^-^ ■ 

I+ÇA 

D'où les deux systèmes d'équations simultanées : 
j dy — dx = G, 1 

î (l-i-q-Ajrfp- (l+pA)d9 = 0; r 
et 

i (1+</A)rfy+ {l+px}rfx = 0, I 

I rfp+rf?=o. r 

La première des équations (1) a pour intégrale x — j/ = a. 
La seconde peut s'écrire : 

dp' — dq -\- X{qdp — pdq) ^ 0. 

On a déjà posé : 

p + g- = A. 
Posons encore : 

p-q = i^. 
D'où 

A + ^ A — ^ ^ (/A 4- <;^ ^ ^ ^ rfA — rff* 

Par substitution de ces valeurs de p, q, dp et dq, la 
seconde des équations (1) devient, après simplification : 

(2+ X*)dfc = fi . ArfA, 
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et rionne pour intégrale ; 

(2 + )?,• 
V.t\f. intégrale première de l'équation proposée est donc 

— ^ = f{^-y). 

ou 

p-q = [i + {p + q)if{x~,j). 

Cette intégrale peut mener à l'intégrale complète de 
l'équation proposée, comme suit : 

On a iiz = pilx -f- (fily. 

Substituant à /> et à q les valeurs trouvées plus haut, il 
vient : 

ou, eu remplaçant u ou p — ç par [2 -|-(p-f ?)*]■?(* — î/)i 

Or, si l'on intègre la seconde des équations (2), on trouve : 
p-j-q' = C ou A=îC, 
et l'intégrale de l'équation précédente est 

z + ^(A)=^^(i+y) + (2 + X')>.(a:-y), 

i 
en désignant l'intégrale de - c[>{ic — y){dx — dy)pAr(fi{x — y). 

Donc l'intégrale 

« + tW'=^(* + î') + (2 + *')'?'(^-!')' 
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combinée avec sa dérivée par rapport à X, ou 

+'(>) - ^ (a^ + y) H ^ r.{3: - y) 

constitue l'intégrale complète de l'équation proposée. 



CHAPITRE XVIII. 

INTÉGRATION PAR SÉRIES. 

Section I. — Intégration par séries des différentielles 

de la forme f{x)dx. 

Quand, par les méthodes rappelées et appliquées dans 
les cinq premiers chapitres, on ne peut trouver exactement 
les intégrales des difTérenli elles de la forme f{x)dx, OD 
cherche à en obtenir la valeur approchée par leur déve- 
loppement en séries convergentes. 

Pour cela, on développe d'abord en série la fonction f (x) 
par le moyen le plus simple : soit par la division, soit par 
la formule du binôme, etc., soit par le théorème de Mac- 
Laurin; puis, intégrant, si c'est possible, chaque terme de 
la série multiplié au préalable par dx, la somme des inté- 
grales, augmentée d'une constante arbitraire, constitue le 
développement cherché (*). 

(') Il eïiste des théorèmes, autres que celui de Mae-Laurin, pour 
développer ff{x) dx en série, mais ils ne sont guère employés. 
Rappelons la formule donnée par Jean BcmouUi : 



ff{x)dx = C + xax)- 



formule que l'on tire facilement de celle de Taylor et qui permet, on 
levoit, d'obtenir le développement de l'intégrale au moyen de /(x) et 
de ses dérivées. 
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Gxeniple. 

Soit à chercher l'intégrale de . 

Le théorème de Hac-Laurin donne : 



D'où 

Si l'on multiplie chaque terme par dx et que l'on intègre, 
on trouve : 

/«"i/x a'x' aV 

La règle que nous venons d'énoncer et d'appliquer donne 
un nouveau moyen de développer en séries certaines fonc- 
tions : celles dont on peut développer les dérivées. 



Par division, on obtient : 
i 

; = i — a:* -j- * — X* -\- X° — •■■ 

i -j-x 
et 

i 1111 

Des deux séries obtenues, on voit que la première est 
convergente quand on a a: < 1 ; et, la seconde, quand on 
aa; >1. 
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Soit X < 1, on aura : 



I -——^=t i dx— / x'dx-\- I x^dx— /ar'rfx-J--. 



et comme pour a; = 0, C ^ : 

x' x" x' , 

Si l'on suppose a: > 1 , on obtiendra : 
/ ;-i_i_ 1 "^ / '""'*'* — / x~*dx -\- 1 x"'(ix — / jr*dx -|- •■ 

^ 3x' 5x' ^ 7i' 

et éomme pour a; = ao , C = - : 

TT I 1 II 

arc taiiit x = 1 — -I — — - 

* 1 X ^ Sx" Sx» ^ 7x' 



\. fe~^dx. (Intégrale souvent employée dans le calcul 
les chances.) 
Le théorème de Mao-Laurin donne ; 

x' ar' 

Si l'on remplace x par — a^. 
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Soit à chercher l'intégrale de . 

X 

Le théorème de Hac-Laurin donne : 



Si l'on multiplie chaque terme par dx et que l'on intègre, 
on trouve : 



/^-^ 



La règle que nous venons d'énoncer et d'appliquer donne 
un nouveau moyen de développer en séries certaines fonc- 
tions : celles dont on peut développer les dérivées. 



Par division, on obtient : 

1 , . . 
^1 — a* -j- a:* — X -f- a: — • ■ ■ 

et 

1 _ I 1 1 1 

Des deux séries obtenues, on voit que la première est 
convergente quand on a j; < 1 ; et, la seconde, quand on 

iX>\. 
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Soit j: <1, on aura : 



/--^ = /di — /x'dj 4- f !t*dx— rs^dx-^---'. 



et comme pour a: ^ 0, G = : 

'T~^ 5 7 ' 

Si l'on suppose a; > 1 , on obtiendra : 

I -^^--r-r=' I arHx — I x-'dx-\- 1 x-*dx~ 1 3r*dx-\-- 

ou 

„ \ \ i \ 

arc lana x = C 1 ... 

* a: ^ 3x' 5i' ^ 7a;' 

et Èomme pour a; = » , C = - : 



1. fe~'*dx. (Intégrale souvent employée dans le calcul 
les chances.) 
Le théorème de Mac-Laurin donne : 



Si l'on remplace x par — 3^, 
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fr^dx — C-^ 
La formule du binôme fournit : 



1.3.8 , 



^ ~ ' i ^2.4 2.4.6 ^ 



i X'* 






I. fx~(a + bif)hx. 



1.5.3 it»"*' 
- 2.4 65n+l +^'''- 



Si l'oa développe {a -f- ia:")' par le binôme et que l'on 
multiplie tous les termes par af'dx, on trouve ; 

4. /Vl— K'ilo'iifc. 
Od obtient : 

/Vf — K'sfn'iifa — C + «— jK' /"iin'iili 

2.4 J 



1* icrfx — etc. 
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Pour les intégrales du second membre, voir chapitre III, 
section II, exercice 3. 



I. r — ''^' 



Développer (1 — KV)-» par le binôme, puis multiplier 

tous les termes par . On a : 

Ka*— «* 

Voir, pour obtenir les intégrales du second membre : 
exemple III, chapitre III, section II. 



6. Développer arc sin x , dont la dérivée e; 
On obtient : 



arc sin « = C + X H 1 — '- (- etc. 

^^2 5 ^2.4 S ^ 

Pourx = 0, 

C = 0. 
Donc 

1 jc' 1 . 3 j* 
«o.,n,_:. + j- + _-+e.c. 



7. Développer arc séca: dont la dérivée est - 

X 

On trouve : 

„ 1 1 i 13 1 

Brc8éex = C ; -- 

X 2 3a:» 2 4 3a:' 
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Pour a; =1 00 , ir 

2 

Donc 

« 1 1 1 1 3 t 

src sécxi» elc, 

2 I 2 5x' 2 4 Sx" 

8. Développer log (a -|- «) dont la dérivée est 

_ ,. . . 1 1 X , x* x' , 
Par division, =■ -H — ; - + etc. 

a-\-x o. a' a* o' 
D'où 

log(a + ^J = C + ^-|-, + ^,-£l + ew. 

Pour a: = 0, 

C -= log a. 
Par conséquent, 



2o' 3a' 4a' 

'. Développer la fonction qui a pour dérivée ~ 
ction dont on donne la d 
rfx f dx 



2 — ar-l-a;' 
La fonction dont on donne la dérivée est 



a _ 2x + x' "V 1 -î-{x 



= arc taDg(x — I). 



x-O* 

D'autre part, si l'on multiplie les deux termes de 
-, par 2 -|- 2x + x", on obtient : 



2 — 2a;+a:' 

1 



-(2-H2^ + ^')- 



2 — 2x + i* 4 * 



et, en développant par division, 



2 _ 2x + X» 4 
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I+T + 



^ A.* ~ A 



2 — 2x + ic' \4 4 ' 4 / \ 4' ' 4' 4' 



i.r|q:^=ï/[('+' + 



4 ' 4 ' 2.4/ 



ou bien 

arc lang {x — i)^C-\- 



j[(rT+ri- 



stît)-""-]- 



U.( '12' 2.5/ 



10. Développer la fonction dont la dérivée est 
l+i — l^l + a;' 

Si l'on pose l/l -f-j;' = a: + 2, on trouve : 
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00, en remplaçant i par Vi -(-x* — x , 

— log (\/l -j-"^' — a:'\ + JC — 1/ 1 -f- ï^'- 

D'aulrepari.aprèsavoir développé (l+a;)i parle binôme, 
on obtient : 

\-\-x-V\-\-x' ,1,1, '^ .. , 



/• (i-j-a:)-l/l+x' j^ 

= / h x4-- — ar" '■^x*4- etc. dx, 

y L 2 ^2.4 2.4.6 ^ J 

et, par suite, 

2 log (\ + \/r+v - X) — log (i/r+^ — x) -i- X 

1.3 



C -» 2 log 2 — 1 . 



Pour X = , 
Donc 
21og(1 +l/r+l?— x}— log(l/r+V— x)-f-i— V/Tf? 



-2lûg2-i+x--x' + — X' 



1.3 
~î.4.6' 



x' -f- etc. 



Ces deux derniers exercices sont tirés de l'excellent 
ouvrage de E. Catalan : Traité élémentaire des séries, cha- 
pitre V. 
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Section II. — Intégration par séries des équations 

différentielles. 

Pour développer en série l'intégrale d'une équation 
différentielle d'un ordre quelconque, on emploie princi- 
palemenl : i" le théorème de Taylor; 2» le théorème de 
Mac-Lauriu ; 3" la méthode des coeRieients indéterminés. 

Si la série obtenue peut être sommée, évidemment, on 
trouve l'intégrale exacte; sinon, on n'obtient l'inl^rale 
que d'une manière approchée, ce qui, du reste, est le véri- 
table but de ces développements. 

Les exemples suivants suffiront pour mettre dans tout 
leur jour les théories générales présentées à ce sujet dans 
les cours et pour permettre aux élèves de résoudre les 
dernières questions de cet ouvrage. 

Exemple I. 

Soit à développer, par le théorème de Taylor, par celui 
de Hac-Laurin et par la méthode des coefficients indéter- 
minés, l'intégrale de l'équation 



- = ay. 



i" Si, dans la formule de Taylor, on remplace x par la 
valeur arbitraire Xo et h par x — Xt, on trouve : 



«xpression dans laquelle yo désigne ce que devient la fonc- 
lion y = F(x) quand x = 3:0- 
Cela posé, l'équation proposée 
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et ses dérivées successives : 

F"'(x) = flF(:t), 
F"(x) ^ a?-(x) = «'y, 
F'(x) =aF"'(x} = a'r(i), etc., 
deviennent, pour x-^x» : 

F"(x„) ^ a'y,, 

F'(j-„) =a'K'(x„), etc. 

Substituant ces valeurs de F"(a;D), F"'(a;o), etc., dans 
l'expression (1) et rassemblant tous les termes qui contien- 
nent j/d et tous ceux qui renferment F'(j:o), on obtient : 

i,-„.h+°''-'-'' + °'l-'-^-l' + e,e.1 
" J'I ^ i.j ^ 1.9.3.4 ^ J 

^ l I ^ l.a.3 ^(.2.3.4.5^ J 

ou bien, ce que l'on peut aisément vérifier : 

S - J. ^, + F'(i.)- 



Ce résultat peut s'écrire ainsi : 

ou, si l'on désigne les coefficients constants de e*'" et de 
e~^" par Cj et C, : 

S" La formule de Mac-Laurin est 

S = y. + J F'(0) + ^ F'(0) + ^ F"'{0)+elc., (2) 
j/o représentant ce que devient la fonction ;/= f{x) poura;=0. 
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L'équatioa proposée et ses dérivées donnent pour a; = : 

F"(0) = ny,, F"'(0) = aF'(O), F"'(0) = «»y„, F''(0) = a'F'(O)... 

Substituant ces valeurs de F"(0}, de F"'(0). etc., dans la 
formule (2), on trouve : 

ou, par une transformation semblable à celle employée 
dans le 1°, 

3° Posons, en supposant que y peut se développer sui- 
vant les puissances entières et positives de x, 

j, = A + Ba^ -f- Cic' + Di' + Eï* -f Fi' + . - {?i) 

A, B, C, etc., étant des coeflGcients constants à déterminer. 
De l'expression [3), on tire : 

-t4 = 2C + 2.3Da: + 3.4Ex' + i. SFi' + ■ . . 

et 

oy = Aa -}- Box + Cuit* -f- Dox" -| 

En vertu de l'ëqualion proposée, les coefficients des 
mêmes puissances de x doivent être égaux; donc il faut 
qu'on ait : 

2C = Aa, 2.3.D=Ba, 5.4.E = Ca, 4.S.F = Da... 

D'où l'on tire : 
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La substitution de ces valeurs de C, D, Ë, etc., dans 
l'expression (1] donne 

, Aa . , Bo , . Ao* 

ou bien, 

Ix oï» a'x' \ 

_|_ B - -1 1 U ctc, , 

^ Il ^1.2.3^1.2.5.4.5^ /• 
ou encore : 

Kienple II. 

Soit à développer, par le théorème de Mac-Lauriu, l'inté- 
grale de l'équation 

x-4+2/ + xy = 
rfx' ' dx ' ^ 

De l'équation 

xF"(x)-i-W{x)-i-xf/ = 0, 

et de ses dérivées successives : 

a:F"'(ic)4-3F"(a;) +xF'(x) +y=0, 
xF"{x) +4F"'(x)-f xF''(x) -(-2F'(a:) =0, 
xF'(r) +5F"(x) +xF'"(x) + 3F"(x) =0, 
xP'(x) -j-6P(x) H-iF"(x) +4F"'(x) = 0, etc., 
on tire, en faisant x-^O, 

F'(0) = 0, F"(0) = — ^°, F'"(0) = 0, r'(0)=^'. 
5 s 

F'(0) — 0, F"(0) = — ^,elc. 
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. Substituant les valeurs de F' (0), F" (0), etc., dans la for- 
mule de Hac-Laurin, on a : 



^ *°r 1.2.5 "^1.2. 3. 4. 8 1,2.3. 4. 6. 6. 7"* 
Hais on sait que 



1 1.2.3 ' 1.2.3.4.5 1.2.5.4.8.( 
D'où 

lin X ^ _i_ "* *' 



1.2.5 ' 1.2.3.4.5 t. 2. 5. 4. 5. 6. 7 ' 

Donc, en remplaçant la constante j/* par C, on obtient 
pour intégrale de l'équation donnée 



intégrale particulière puisqu'elle ne contient qu'une con- 
stante arbitraire. 

Pour obtenir l'intégrale générale cherchée, considérons C 
comme une Tonction de x et suivons la méthode connue. 

De w = C , il faudrait tirer les dérivées -— et — - et 

X dx ose 

substituer dans l'équation proposée. 
On parvient plus Tacilement au résultat en écrivant l'équa- 

.. „ sin i 

tion y = C sous la forme 

X 

I» ^ C sin X. 



i — -{- y = — sin ar -)- C cos a; , 



d'y du iPC dC 

T -Ht + 2 -î- — T-; sin « + 2 — cos a: — C sin a:, 
oj* dx dx* dx 

19 
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AddîtionDaDL la première et la troisième de ces équations, 
on obtient 

iPC rfC 

— sini + 2— TOsac — 0. 

oi' dx 



Si l'on 


pose--p 


, on a : 






Z' 


ni + 2poo5« 


= 0. 


O*oll 


± 

p 








+ îtolg«ife 


— 0: 


et. par ii 


tégration. 








logp + log.m'x- 


loue. 


Donc 
ou 




de C 





D'où, par nouvelle intégration, 

C — — C'cotga:-fG". 

Substituant c«tte valeur de C dans l'intégrale particalière, 
on obtient pour l'intégrale générale cherchée : 

sinx cosx 
y = C" C 

ou, en remplaçant C" par Acos). et G' par — A^nX, 

y = — 910 (x -j- i). 
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Soit à développer, par la méthode des coefficieDts indé- 
terminés, l'intégrale de l'équation 



y » Ax" + Bia _[- Cx' + Ua;' + ■ ■ ■ (3t 

série ordonnée suivant les puissances croissantes de x et 
dans laquelle les coefficients A, B, C ...et les exposants x, 
P, y ... désignent des quantités indéterminées. 
De l'expression (3), on tire 

^^ Aa{a— ))!-* + Bp(p- l)i<»-» -H Cy(r - Ox)-' 

et 
ajc"y -= kax**' + Bax*+" + Caxt*' -\- D(iir'+' -j 

Additionnant ces deux équations membre à membre, on 
trouve, en vertu de t'équation proposée ; 

rAa{«-l)i"-'+Bp(p-l)xl»-'+Cr(r— l)a!5'-'+D*(*-l)x'-*-|--1 
]_ +Aaa:"+' +Bai^+- +C(ia:i'+- +-J~ 

Pour que le premier membre de celte équation soit nul 
comme le second, c'est-à-dire pour que l'équation soit 
identique, il faut d'abord, puisque et — 3 est le plus petit 
des exposants de x, que l'on ait : 

A«((*— I) — 0, 

ou plutôt, puisque A ne peut être nul, 
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L'identité sera complète si l'on pose ensuite 

p-2 = « + n,r — î = p + n,J-2 = r-}-«...(4) 
et 

Bp!P-l)-hAa-0,(V{r— l)-i-B<i-0.D^J-l)-f-Ca-0...(5) 
On satisfait à l'équation a(a — l}-"0, par a = Oetct>=>l. 
1" Soil a^O. 

Les équations (4) donnent : 

p=n-f-2, r — Jn + 4, S = 3n + 6, ... 
et, par suite, on tire des équations (6) 

B tl 

(» + t)(n + 2) 

A A* 

C- + - 






).2,3(« + 1}(2b + 3)(3h + 8)(» + 2)' 



Substituant ces valeurs de a, p, y, S...el de B, C, D,. 
dans l'équation (3), on obtient : 



^ *L* (« + 1)(« + 2) + t.2(ii + <){2i. + 3)(« 



+ 2)' 



ji+elc.l(( 



l.2.3(fl + l)(2«+5)(3H + S)(n + 2)' 

C'est une intégrale particulière de l'équation proposée, 
puisqu'elle ne contient que la seule constante arbitraire A. 

2» Soit a = l. 

Si l'on opère comme nous venons de le faire pour a ■= 0, 



, Google 



DE CALCUL INTËGRAU S93 

«t que l'on change A en A', on trouve cette autre intégrale 
particulière : 



y = A'[^x 



{« + 3)(H + 2) ■ 1.2(« + 3)(2» + 8)(«+2)' 
f- elc. (71 

La somme des deux intégrales particulières est l'intégrale 
générale cherchée. 

Remarque I. — Lorsquen = — 2, les série9(6) et(7) sont 
en défaut, car les dénominateurs de leurs termes deviennent 
nuls; donc ces termes eux-mêmes, inflnis. Hais l'équation 
est alors : 



i+3-0. 



et peut s'intégrer comme suit : 
Si l'on pose 



et, par addition, membre à membre, de ces deux équations 

,(«_|) + a-0. 

Si donc on représente par a, et a, les racines de cette 
équation du second degré en x, l'intégrale générale est 

Remarque 11. — Des séries (6) et (7), la première est en 
2r— 1 
défaut, sans que la seconde le soit, quand n = ; 
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tandis que la seconde est en défaut, mais non la première, 

quand « = , r désignant un nombre entier. Dans 

chacun de ces cas, on n'obtient donc qu'une intégrale 
particulière. 
Pour trouver l'int^rale générale, posons avec Ëuler : 

y = u -|- w log Cac , 

u représentant une fonction de x à déterminer, v l'intégrale 
particulière et C une constante arbitraire. 
On aura : 



ax'y = ax'u -j- ox'v log i'x. 

Par addition de ces équaUons, membre à membre, 
trouve après simplification : 



équation qui, intégrée, donne u 
Soit, par exemple. 



l'int^rale particulière : 
ax* 



u j , ,- -= et la série (7) en foarnira 
aar 



r ax 

\\x 

L 1' 



+r..'.5 



Après avoir posé 

yi= « + t)logO, 

l'équation qui déterminera u sera 

âx* xdx X* X 
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Pour intégrer cette équation; posons 

u = B -|- B,a; + B^' 4- B^' + elc. 

On trouvera : 

tPu 

— =t.2B, + 2.5Bjï + 5.4B,r'-|- etc., 

2rf« /1 a a'x aV \ 



i' \x 1.2 ' I.2V5 1.2'. 5'.* ' / 

au /B \ 

— — a - + B, + B,i 4- B,*» + elc . 
X \x I 

Si l'on additionne ces quatre équations, membre à 
membre, et que, pour rendre identique l'équation résul- 
tante, on égale à la somme des coefficients des mêmes 
puissances de d:, on obtient : 

A+oB — 0, 



D'où l'on tire, avec deux constantes arbitraires A et Bi , 



Hais puisque l'on a déjà introduit la constante arbi- 
traire C dans fog Cx , on peut faire B, <= et l'on a ; 

A ZaX 1 4a'A 

B — — - , B, = -—- , B, — — ~T— 7- , etc. 

a 2» 2*. 3* 
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L'intégrale cherchée est donc 

rt Sa .lia* 1 






1. Développer, comme dans l'exemple I, l'intégrale de 
l'équation 

''y 

Séries sommées, on obtient, résultat prévu : 
y — Ce". 

2. Développer, par le théorème de Mac-Laurin, l'inté- 
grale de l'équation 



On obtient d'abord 



/ X* X* x" \ 

+ (». — 8)^, j 5 4 — , 2.3.4.5 + (.î.3.4.s.6~"°7 

Cette expression peut s'écrire : 
»-(y.-6)(t-j + jî^-j^ + j^^ + e.o.) 

/ a; a' x' \ 
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^ Ed désignaot la constante jf« — 6 par C, l'intégralâ cher- 
chée est donc 

y = Ce— + 6 [i — a;) + 3i' — a;'. 



- 3. Développer, par le théorème de Taylor, l'intégrale de 
réquation : 

Si l'on désigne y» par C( et F' (iCi) par C,, on obtient : 
aCÎ ïoCiCj 

2a'CÎ + 2aCi, , , 



4. Développer, par le théorème de Mac-Laurin et par 

la méthode des coefficients indéterminés, l'intégrale de 

l'équation 

tPu 

J_„ + y_0. 

On trouve d'abord : 



+ C.| 



i 1.2.5^.8.5.4.3 



- — etc. 



"^^ IrXs" 1.2. 5. 4.5 "^1.2.3.4.8.6.7"^*^/ 

Donc, en se rappelant les développements de cos x et 
de sin X, 

y = C, cos a: + Cl sia X + fl (« — sin i). 
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S. Développer, par le théorème de Hac-Laurin, l'iaté- 
grale de l'équalion 

Le théorème employé ne fournit que l'intégrale particn- 
lière 

Pour trouver l'intégrale générale, on représente l'intégrale 
particulière par v, et l'on pose, comme dans l'exemple III : 

^ «m u -|- r log Ca;. 
On obtient pour l'équation en u : 



et, intégrant par la méthode des coefficients indéterminés, 
après avoir posé 

K — B + B,r + B,r' + B^ + By -f- ■ . ■ , 

on trouve : 

,-^^ 

2'5' 2». 3*. 4' 

Par suite, 

„, , Zx" , Mx* Six* 

car on peut faire - = 0, à cause de la constante renfermée 
dans log Cx. 
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; 6. Chercher, par développement, l'intégrale de Péquation 

(te* X* 

Si l'on remplace a par — a* et que l'on fassent — 4 
dans le résultat obtenu pour Tiatégrate de l'équation 
à*y 
— 4- ajfy = 0, exemple III, on a 

y=,A fl +-i-- + î - + ^ ^- + etc.l 

. wP ■ 1 <*' , la' 1 *>• . 1 

^ L '■^'ï t. 2. 3. 4a;» ~ 1 .Î.S.t.B.tt a:" J 

résultat qu'on peut écrire 

ou bien, comme il est facile de s'en assurer, 
ou encore 

Donc si l'on désigne 

i(A' + ^)parC. et 1 (a' - ^) [«r C., 
l'intégrale cherchée est 
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7. Chercher, par développemeot, l'intégrale de l'équatioa 

Sil'on opère comme dans l'exercice précédent, on obtient : 

/A a a\ 

Y >■ X — sin — 1- \' ces - • 

8. Développer l'int^rale de l'équation : 



quand r = — 3. 

Si l'on opère comme on l'a fait pour n =■ — 1, dans la 
remarque II de l'exemple III, on trouve d'ahord l'intégrale 
particulière 

et, après avoir posé 

y s= H + u log Ci 
et 

11 = B'x + B + B,ar' -f- B^+ B,»-' + c(«^ 

on obtient pour l'intégrale générale cherchée 

n 50 I 14«' 1 70o' 1 1 

9. Développer l'intégrale de l'équation 
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Aj 



C'est chercher l'intégrale de l'équation — -f- ax"y =» 0, 

3 
quand n ■= — T ■ 

Si l'on opère comme dans l'exercice précédent en disant 

« = B -|- B,a:' + B^ + B,i"+ B,i»+ ••■ 

on obtient : 

r 1 1 1 8.4« i 100.16a' , 1 

V*" — A — ï + - x> — . „ 3C' H — : — - — : — -X* — etc. 
* L4a'^a l'.S» ^r.2'.S*.4» J 

r ia i Ifio' . 64o» i . I „ 

+ a|^.__.. + __..____.S+.,..J,„,Cx. 

10. Développer l'intégrale de l'équation de Riccati 

Si l'on pose, 

_ i dz 
ni dx 

X étant une fonction de a: à déterminer, l'équation devient 

----=iatx ï, 
rtx' 

équation qui n'est autre que celle traitée dans l'exemple Kl, 
si- l'on remplace « par j/ et — ob par o. 
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